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Ðàññìîòðåíà äâóìåðíàÿ ìîäåëü êðèñòàëëè÷åñêîé (çåðíèñòîé) ñðåäû,
ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé êâàäðàòíóþ ðåøåòêó èç óïðóãî âçàèìîäåéñòâóþùèõ
êðóãëûõ ÷àñòèö, îáëàäàþùèõ òðàíñëÿöèîííûìè è âðàùàòåëüíîé ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû. Â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷åíà ñèñòåìà íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâàþùèõ ðàñïðîñòðàíåíèå ïðîäîëü-
íûõ, ïîïåðå÷íûõ è ðîòàöèîííûõ âîëí â òàêîé ñðåäå. Íàéäåíû â àíàëèòè÷åñêîì
âèäå çàâèñèìîñòè ñêîðîñòåé óïðóãèõ âîëí è êîýôôèöèåíòîâ íåëèíåéíîñòåé
îò ðàçìåðîâ ÷àñòèö è ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó íèìè. Â îáëàñòè
íèçêèõ ÷àñòîò, êîãäà ðîòàöèîííîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ÷àñòèö ìîæíî ïðåíåáðå÷ü,
ïîëó÷åííàÿ òðåõìîäîâàÿ ñèñòåìà âûðîæäàåòñÿ â äâóõìîäîâóþ, êîòîðàÿ ìåòîäîì
ìíîãèõ ìàñøòàáîâ ïðèâîäèòñÿ ê ýâîëþöèîííîìó óðàâíåíèþ Êàäîìöåâà –
Ïåòâèàøâèëè îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâîé äåôîðìàöèè, èìåþùåìó ðåøåíèå â âèäå
ñîëèòîíà. Äëÿ ðÿäà êðèñòàëëîâ ñ êóáè÷åñêîé ñèììåòðèåé îïðåäåëåíî, ÿâëÿåòñÿ
ëè ñîëèòîí óñòîé÷èâûì è êàêîâà åãî ïîëÿðíîñòü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñðåäà ñ ìèêðîñòðóêòóðîé, ïëîñêàÿ ëîêàëèçîâàííàÿ âîëíà
äåôîðìàöèè, óñòîé÷èâîñòü è ïîëÿðíîñòü ñîëèòîíà.

Ââåäåíèå

Ìåõàíèêà ñðåä ñ ìèêðîñòðóêòóðîé (è òåñíî ñâÿçàííàÿ ñ íåé òåîðèÿ îáîáùåí-
íûõ êîíòèíóóìîâ) èç-çà ñâîåé ñëîæíîñòè è îòñóòñòâèÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïîòðåáíîñòåé
ìíîãèå ãîäû îñòàâàëàñü íåâîñòðåáîâàííîé. Ñåé÷àñ îíà ïåðåæèâàåò î÷åðåäíîé ýòàï
ñâîåãî ðàçâèòèÿ ïîñëå ðàáîò Å. è Ô. Êîññåðà [1] è ïîñëå «áóìà» â 1960-õ ãîäàõ,
êîãäà íà íåå âîçëàãàëè áîëüøèå íàäåæäû â îáëàñòè êîíòèíóàëüíîé òåîðèè äèñëî-
êàöèé, ìåõàíèêè êîìïîçèòîâ. Èíòåðåñ ê íåé âíîâü íà÷àë âîçðàñòàòü ñ ñåðåäèíû
1990-õ ãîäîâ (ìåõàíèêà ðàçðóøåíèÿ [2], ãåîìåõàíèêà è ìåõàíèêà ãðàíóëèðîâàííûõ
ìàòåðèàëîâ [3, 4], ìîìåíòíàÿ òåîðèÿ ïëàñòè÷íîñòè [5]). Ýòîò èíòåðåñ ñîõðàíÿåòñÿ â
ïåðâîì äåñÿòèëåòèè XXI âåêà ïðåæäå âñåãî â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì íàíîòåõíîëîãèé è
ïîÿâëåíèåì ìåòàìàòåðèàëîâ [6, 7] – íîâûõ êëàññîâ âåùåñòâ ñî ñëîæíî îðãàíèçî-

*) Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 12-08-00888, 10-08-01108
è 12-08-90032-Áåë-à).
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âàííîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îáîáùåííûå êîíòèíóóìû, òà-
êèå êàê ìèêðîïîëÿðíûå èëè îðèåíòèðîâàííûå ñðåäû, âûñîêîãðàäèåíòíûå ìàòåðèà-
ëû, ìèêðîìîðôíûå ñðåäû, êîìïîçèòû, òåëà ñî ñëàáûìè èëè ñèëüíûìè íåëîêàëüíû-
ìè âçàèìîäåéñòâèÿìè, àêòèâíî èçó÷àþòñÿ êàê òåîðåòèêàìè, òàê è ýêñïåðèìåíòàòî-
ðàìè, ñïåöèàëèçèðóþùèìèñÿ â ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ ìåõàíèêè è ôèçèêè [8, 9]. Ðàç-
âèâàåòñÿ âîëíîâàÿ äèíàìèêà ñðåä ñ ìèêðîñòðóêòóðîé, ïîçâîëÿþùàÿ, â ÷àñòíîñòè,
ïðåäëîæèòü íîâûå ìåòîäû íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ, ñòðóêòóðû è ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ [10, 11]. Îäíàêî äëÿ àäåêâàòíîãî
îïèñàíèÿ èíòåíñèâíûõ äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ ïðîöåññîâ â ñòðóêòóðèðîâàííûõ
ìàòåðèàëàõ ñðåäñòâàìè íåëèíåéíîé âîëíîâîé äèíàìèêè íåîáõîäèìà ðàçðàáîòêà
íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ìîäåëåé öåëåñîîáðàçíî èñ-
ïîëüçîâàòü ìåòîä ñòðóêòóðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ [12], ïîñêîëüêó ñòðóêòóðíûå ìîäå-
ëè ñîäåðæàò ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå ãåîìåòðèþ ìàòåðèàëà (ïåðèîä ðåøåòêè,
ðàçìåðû ÷àñòèö, èõ ôîðìó), è ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ïîäõîäÿùèìè ìîäåëÿìè
äëÿ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ ðàçìåðíûõ ýôôåêòîâ íà ìàêðîñâîéñòâà ìàòåðèàëà.

Îñíîâíûå öåëè ïóáëèêóåìîé ðàáîòû – âûÿâëåíèå âîçìîæíîñòè ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ ïëîñêîãî ñîëèòîíà äåôîðìàöèè â äâóìåðíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ñðåäå ñ íåïëîò-
íîé óïàêîâêîé ÷àñòèö, à òàêæå èññëåäîâàíèå åãî óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî äâó-
ìåðíûõ âîçìóùåíèé è îïðåäåëåíèå ïîëÿðíîñòè. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòèõ öåëåé íà
ïåðâîì ýòàïå ìåòîäîì ñòðóêòóðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëó÷åíû íåëèíåéíûå äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ðàñïðîñòðàíåíèå ïðîäîëüíûõ, ïîïåðå÷íûõ
è ðîòàöèîííûõ âîëí â òàêîé ñðåäå, à òàêæå óñòàíîâëåíû â àíàëèòè÷åñêîì âèäå çà-
âèñèìîñòè ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ìàêðîïàðàìåòðîâ ñðåäû îò ðàçìåðîâ ÷àñòèö è
ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó íèìè. Äàëåå, â îáëàñòè íèçêèõ ÷àñòîò, êîãäà
ðîòàöèîííàÿ âîëíà ÿâëÿåòñÿ íåðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ, ïîëó÷åííàÿ òðåõìîäîâàÿ ñèñ-
òåìà óðàâíåíèé âûðîæäàåòñÿ â äâóõìîäîâóþ, êîòîðàÿ ìåòîäîì ìíîãèõ ìàñøòàáîâ
ïðèâîäèòñÿ ê ýâîëþöèîííîìó óðàâíåíèþ Êàäîìöåâà – Ïåòâèàøâèëè îòíîñèòåëüíî
ñäâèãîâîé äåôîðìàöèè, èìåþùåìó ðåøåíèå â âèäå ñîëèòîíà. Íà çàêëþ÷èòåëüíîì
ýòàïå àíàëèçèðóþòñÿ ðàçëè÷íûå ñöåíàðèè ïîâåäåíèÿ ïëîñêîé óåäèíåííîé âîëíû â
çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé óðàâíåíèÿ Êàäîìöåâà – Ïåòâèàøâèëè è åãî êî-
ýôôèöèåíòîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ ìèêðîñòðóêòóðû ðàññìàòðèâàåìîé ñðåäû.

1. Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü

Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ êâàäðàòíóþ ðåøåòêó, ñîñòîÿùóþ èç îäíîðîäíûõ êðóã-
ëûõ ÷àñòèö (çåðåí èëè ãðàíóë) ìàññîé M è äèàìåòðîì d. Â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè îíè
ñîñðåäîòî÷åíû â óçëàõ ðåøåòêè, è ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ìàññ ñîñåäíèõ ÷àñ-
òèö êàê âäîëü îñè x, òàê è âäîëü îñè y ðàâíî a (ðèñ. 1). Ïðè äâèæåíèè â ïëîñêîñòè
êàæäàÿ ÷àñòèöà èìååò òðè ñòåïåíè ñâîáîäû: ñìåùåíèå öåíòðà ìàññ ÷àñòèöû ñ íîìå-
ðîì N = N(i, j) ïî îñÿì x è y (òðàíñëÿöèîííûå ñòåïåíè ñâîáîäû ui, j è wi, j) è ïîâîðîò
îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ (ðîòàöèîííàÿ ñòåïåíü ñâîáîäû ϕi, j) (ðèñ. 2). Êèíåòè÷åñ-
êàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû N(i, j) îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé
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ãäå J = Md2/8 – ìîìåíò èíåðöèè ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð
ìàññ.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ÷àñòèöà N âçàèìîäåéñòâóåò ëèøü ñ âîñåìüþ áëèæàéøèìè ñîñå-
äÿìè ïî ðåøåòêå, öåíòðû ìàññ ÷åòûðåõ èç êîòîðûõ óäàëåíû îò ÷àñòèöû N íà ðàññòî-
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ÿíèå a êàê âäîëü îñè õ, òàê è âäîëü îñè y (ýòî ÷àñòèöû ïåðâîé êîîðäèíàöèîííîé
ñôåðû), à öåíòðû ìàññ äðóãèõ ÷åòûðåõ ëåæàò íà äèàãîíàëÿõ êâàäðàòíîé ðåøåòêè
(ýòî ÷àñòèöû âòîðîé êîîðäèíàöèîííîé ñôåðû) (ñì. ðèñ. 2). Öåíòðàëüíûå è íåöåíò-
ðàëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ ñîñåäíèõ ãðàíóë ìîäåëèðóþòñÿ óïðóãèìè ïðóæèíàìè ÷å-
òûðåõ òèïîâ [13]: öåíòðàëüíûìè (ñ æåñòêîñòüþ K0), íåöåíòðàëüíûìè (ñ æåñòêîñ-
òüþ K1), «äèàãîíàëüíûìè» (K2), à òàêæå ïðóæèíàìè, ñîåäèíÿþùèìè öåíòðàëüíóþ
÷àñòèöó ñ çåðíàìè âòîðîé êîîðäèíàöèîííîé ñôåðû (K3). Âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè ðàñ-
òÿæåíèè–ñæàòèè ìàòåðèàëà ìîäåëèðóþòñÿ öåíòðàëüíûìè è íåöåíòðàëüíûìè ïðó-
æèíàìè. ×åðåç ïðóæèíû òèïà K1 ïåðåäàþòñÿ òàêæå ìîìåíòû ïðè ïîâîðîòàõ ÷àñ-
òèö. Ïðóæèíû ñ æåñòêîñòüþ K2 õàðàêòåðèçóþò ñèëîâûå âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ïðè
ñäâèãîâûõ äåôîðìàöèÿõ â ìàòåðèàëå. Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè ñîåäèíåíèÿ ïðóæèí K0 ëåæàò â öåíòðàõ êðóãëûõ ÷àñòèö, à ïðó-
æèí K1, K2 è K3 – â âåðøèíàõ êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 2/dh = , âïèñàííîãî â îêðóæ-
íîñòü (ñì. ðèñ. 2).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñìåùåíèÿ çåðåí ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè ýëåìåí-
òàðíîé ÿ÷åéêè ðàññìàòðèâàåìîé ðåøåòêè. Âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö ïðè îòêëîíåíè-
ÿõ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûìè óäëèíåíèÿìè ïðóæèí
(ñì. ðèñ. 2). Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, îáóñëîâëåííàÿ âçàèìîäåéñòâèåì ÷àñòèöû N c
âîñåìüþ áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè ïî ðåøåòêå, îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé
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ãäå Dln (l = 0, 1, 2, 3) – óäëèíåíèÿ ïðîíóìåðîâàííûõ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå ïðóæèí
÷åòûðåõ òèïîâ, ñîåäèíÿþùèõ ÷àñòèöó ñ åå ñîñåäÿìè, ïðè÷åì óäëèíåíèÿ öåíòðàëüíûõ
ïðóæèí îïðåäåëÿþòñÿ èçìåíåíèÿìè ðàññòîÿíèé ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè öåíòðàìè
êðóãëûõ ÷àñòèö, à ðàñòÿæåíèÿ îñòàëüíûõ ïðóæèí õàðàêòåðèçóþòñÿ èçìåíåíèÿìè
ðàññòîÿíèé ìåæäó âåðøèíàìè êâàäðàòîâ, âïèñàííûõ â îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 2). Â
âûðàæåíèå (2) âõîäèò äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü 1/2, ïîñêîëüêó ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèÿ êàæäîé ïðóæèíû äåëèòñÿ ïîðîâíó ìåæäó äâóìÿ ÷àñòèöàìè, ñîåäèíåííûìè
ýòîé ïðóæèíîé.

Îáîçíà÷èâ Δui = ui, j – ui–1, j è Δuj = ui, j – ui, j–1, âû÷èñëèì âûðàæåíèÿ äëÿ óäëèíå-
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Ðèñ. 2. Ñõåìà ñèëîâûõ âçàèìîäåéñòâèé
ìåæäó ÷àñòèöàìè è êèíåìàòèêà
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íèé ïðóæèí Dln â ïðèáëèæåíèè ìàëîñòè âåëè÷èí Δui ~ Δwi ~ Δuj ~ Δwj ~ aε, Δϕi ~
Δϕj ~ ε3/2, ,~ εΦ i ãäå Φi = (ϕi–1, j + ϕi, j)/2 << π/2 è ε << 1 – ìåðà äåôîðìàöèè ÿ÷åéêè.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ âûðàæåíèé â (2) ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L = Ti, j – Ui, j
äëÿ ÷àñòèöû ñ íîìåðîì (i, j) ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ ïîðÿäêà ε5/2 âêëþ÷èòåëüíî.
Çàòåì ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé Ëàãðàíæà 2-ãî ðîäà ìîæíî ïîëó÷èòü íåëèíåéíûå äèô-
ôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó ðàññìàòðèâàåìîé ðå-
øåòêè (â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè òàêèå óðàâíåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [14]). Â
äàííîé ðàáîòå ïîäðîáíî ðàññìîòðèì êîíòèíóàëüíîå ïðèáëèæåíèå ïðåäëîæåííîé
ìîäåëè.

2. Êîíòèíóàëüíîå ïðèáëèæåíèå

Â ñëó÷àå äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé, êîãäà λ >> a (λ – õàðàêòåðíàÿ äëèíà
àêóñòè÷åñêîé âîëíû), ëàãðàíæèàí ðàññìàòðèâàåìîé ñðåäû ñ ìèêðîñòðóêòóðîé ïðè-
ìåò âèä:
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Ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà – Îñòðîãðàäñêîãî èç ëàãðàí-
æèàíà (3) âûâîäèòñÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñû-
âàþùàÿ äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû â äâóìåðíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ñðåäå ñ íåïëîòíîé
óïàêîâêîé ÷àñòèö:
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Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: ci (i = 1, 2, 3) – ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî
ïðîäîëüíîé, ñäâèãîâîé âîëí è âîëíû ìèêðîâðàùåíèé, s – êîýôôèöèåíò ëèíåéíîé
ñâÿçè ìåæäó ïðîäîëüíûìè è ñäâèãîâûìè äåôîðìàöèÿìè â ìàòåðèàëå, β – ïàðàìåòð
äèñïåðñèè, 8dR =  – ðàäèóñ èíåðöèè ÷àñòèöû. Êðîìå òîãî, â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâ-
íåíèé (4) ñîäåðæàòñÿ ôóíêöèè íåëèíåéíîñòåé:
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ãäå αi (i = 1, ..., 7) – êîýôôèöèåíòû íåëèíåéíîñòåé.
Â [15] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé (4) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñè-

ëîâûå ïîñòîÿííûå K0, K1, K2, K3, ïàðàìåòð ðåøåòêè a è ðàçìåð ÷àñòèöû 2/dh =
(d – äèàìåòð ÷àñòèöû) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî íåçàâèñèìî îò òèïà ðåøåòêè 2/222
2 sc +β= . Â ðàáîòå [15] è

ãë. 3 ìîíîãðàôèè [12] áûë ïðîâåäåí ïîäðîáíûé àíàëèç ñîîòíîøåíèé (6) â çàâèñè-
ìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìèêðîñòðóêòóðû, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïî èçâåñò-
íûì ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì (ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå) [16] äëÿ íåêîòîðûõ
êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ áûëè âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé âîëí c1, c2, c3, ïàðà-
ìåòðîâ β è s, à òàêæå ìîäåëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñèëîâûõ âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó ÷àñ-
òèöàìè (òàáë. 1):
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Ïðè âû÷èñëåíèÿõ ïðèíèìàëîñü, ÷òî p = d/a = 0,9 è K0 /K1 =10 (öåíòðàëüíûå
âçàèìîäåéñòâèÿ äîìèíèðóþò).

Òàáëèöà 1

          Ïàðàìåòðû ñòðóêòóðû äëÿ êðèñòàëëîâ ñ êóáè÷åñêîé ñèììåòðèåé
Ïàðàìåòðû ñòðóêòóðû Êðèñòàëëû

LiF NaF NaBr
Ïëîòíîñòü (êã/ì3)  ρ 2600 2800 3200

C11 113,00 97,00 32,55
Êîíñòàíòû óïðóãîñòè (109 Í/ì2) C12 48,00 25,60 13,14

C44 63,00 28,00 13,26
c1 6593 5890 3190

Ñêîðîñòè âîëí (ì/ñ) c2 5477 3295 2045
c3 5659 2896 1092

Êîýôôèöèåíò ëèíåéíîé ñâÿçè ìåæäó
ïðîäîëüíûìè è ñäâèãîâûìè äåôîðìàöèÿìè s 6076 4276 2866
(ì/ñ)
Ïàðàìåòð äèñïåðñèè (ì/ñ) β 3396 1309 274

K0 /a 46,01 58,19 16,11
Ïàðàìåòðû ñèëîâûõ âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó K1 /a 4,601 5,819 1,611
÷àñòèöàìè (109 Í/ì2) K2/a 19,897 3,183 0,159

K3 /a 48,00 25,0 13,14

Êîýôôèöèåíòû íåëèíåéíîñòåé çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ ìèêðîñòðóêòóðû:
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22)( hhar +−=  – äëèíà ïðóæèí ñ æåñòêîñòüþ K2 â íà÷àëüíûé ìîìåíò

âðåìåíè (ñì. ðèñ. 2).
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3.  Íèçêî÷àñòîòíîå (äâóõìîäîâîå) ïðèáëèæåíèå

Òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè [15] è ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [17] ïîêàçûâàþò,
÷òî ðîòàöèîííûå âîëíû â òâåðäûõ òåëàõ ñóùåñòâóþò â îáëàñòè âûñîêèõ ÷àñòîò
(> 109 –1011 Ãö), ãäå ïðîâåäåíèå àêóñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ ñòàëêèâàåòñÿ ñ áîëü-
øèìè òåõíè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè. Òåì íå ìåíåå, èíôîðìàöèþ î ìèêðîñòðóêòóðå
ñðåäû ìîæíî ïîëó÷èòü äàæå ïî àêóñòè÷åñêèì èçìåðåíèÿì íà ñðàâíèòåëüíî íèçêèõ
÷àñòîòàõ (106–107 Ãö), êîãäà ðîòàöèîííûå âîëíû â ñðåäå íå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ. Ïî-
ýòîìó ðàññìîòðèì íèçêî÷àñòîòíîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèé (4), â êîòîðîì ìèêðî-
ïîâîðîòû ÷àñòèö ñðåäû íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è îïðåäåëÿþòñÿ ïîëåì ñìåùå-
íèé. Ñâÿçü ìåæäó ìèêðîïîâîðîòàìè ϕ è ñìåùåíèÿìè u è w ìîæíî íàéòè èç ëèíåé-
íîé ÷àñòè òðåòüåãî óðàâíåíèÿ (4) ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Â ïåð-
âîì ïðèáëèæåíèè
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1),( xy wutx −≈ϕ (8)

Ýòî êëàññè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå òåîðèè óïðóãîñòè, ñâÿçûâàþùåå ïîâîðîòû ÷àñòèö
ñðåäû ñ çàâèõðåííîñòüþ ïîëÿ ñìåùåíèé. Ó÷åò ñîîòíîøåíèÿ (8) ïðèâîäèò ê
«çàìîðàæèâàíèþ» âðàùàòåëüíîé ñòåïåíè ñâîáîäû. Ïðè ýòîì â ñðåäå îñòàþòñÿ ëèøü
òðàíñëÿöèîííûå ñòåïåíè ñâîáîäû è äâà òèïà âîëí – ïðîäîëüíûå è ñäâèãîâûå
(ïîïåðå÷íûå), è ëàãðàíæèàí L ïðèíèìàåò âèä:
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Â ëàãðàíæèàíå (9) ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå âòî-
ðûå ïðîèçâîäíûå îò ïîëÿ ñìåùåíèé, êîòîðûõ íåò â êëàññè÷åñêîì âàðèàíòå òåîðèè
óïðóãîñòè. Èìåííî â íèõ ñîõðàíÿåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ìèêðîñòðóêòóðå ñðåäû. Ñëàãà-
åìûå ñî ñìåøàííûìè ïðîèçâîäíûìè ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó uyt è wxt ó÷èòûâà-
þò âêëàä ðîòàöèîííûõ äâèæåíèé â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ, à ÷ëåíû ñ ïðîñòðàíñò-
âåííûìè ïðîèçâîäíûìè uxy, wxx è ò.ï. îïèñûâàþò âêëàä â ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ
íàïðÿæåíèé, îáóñëîâëåííûõ èçãèáîì ðåøåòêè. Èç ëàãðàíæèàíà (9) ìîæíî ïîëó-
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÷èòü óðàâíåíèÿ ãðàäèåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè [18, 19], ñîäåðæàùèå ñëàãàåìûå ñ
ïðîèçâîäíûìè âûñîêîãî ïîðÿäêà (â äàííîì ñëó÷àå – ÷åòâåðòîãî):
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Íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî, íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå ìèêðîïîâîðîòîâ â óðàâ-
íåíèÿõ (11), ìèêðîñòðóêòóðà ñðåäû ïîâëèÿëà íà êîýôôèöèåíòû ýòèõ óðàâíåíèé – â
äàííîì íèçêî÷àñòîòíîì ïðèáëèæåíèè ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè (4)
èçìåíèëèñü êîýôôèöèåíòû ïåðåä uyy, wxy, wxx è uxy.

4. Ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå Êàäîìöåâà – Ïåòâèàøâèëè
     äëÿ äâóõìîäîâîé ìîäåëè

Ðàññìîòðèì ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ âîëí äåôîðìàöèè â
çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ åå ìèêðîñòðóêòóðû. Äëÿ ýòîãî â óðàâíåíèÿõ (11) ââåäåì
íîâûå êîîðäèíàòû è âðåìÿ: ξ = x – vt, ,yε=η τ = εt; ,uu ε= w = w. Â ðåçóëüòàòå
óðàâíåíèÿ (11) ñâåäóòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:
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Ïîñêîëüêó ðàçëè÷íûå ñëàãàåìûå â óðàâíåíèÿõ (12) èìåþò ðàçíûå ïîðÿäêè ìà-
ëîñòè, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî íåñêîëüêî ïðèáëèæåíèé.

Ïðèáëèæåíèå ïîðÿäêà ε0 èìååò âèä:
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Â óðàâíåíèè (15) ââåäåì îáîçíà÷åíèå Uw =ξ∂∂ /  è ó÷òåì âûðàæåíèÿ (13) è (14),
òîãäà (15) ñâåäåòñÿ ê óðàâíåíèþ:
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Ïóñòü U/U0 = W, ξ/ξ0 = X, τ/τ0 = T, η/η0 = Y. Â íîâûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå (16)
ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
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Ïîëîæèì â (18) U0 = 1 è η0 = ξ0, òîãäà W = U è óðàâíåíèå (18) ïðèìåò âèä:
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Âûáåðåì ìàñøòàáû ξ0 è τ0 òàê, ÷òîáû êîýôôèöèåíò ïåðåä ïîñëåäíèì ñëàãàå-
ìûì óðàâíåíèÿ (19) ðàâíÿëñÿ 1:
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Ïðèìåì ξ0 = R/2, òîãäà (20) áóäåò èìåòü âèä óðàâíåíèÿ Êàäîìöåâà – Ïåòâèàø-
âèëè:
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Ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå â âèäå ïëîñêîé óåäèíåííîé âîëíû (ñîëèòîíà)
äåôîðìàöèè (ðèñ. 3):

),/(ch)( 2 Δθ=θ −
cAU (22)

ãäå θ = X – kY – VT – ôàçà âîëíû. Àìïëèòóäà ñîëèòîíà Ac è åãî øèðèíà Δ
îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:
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Ðèñ. 3. Ïëîñêàÿ ëîêàëèçîâàííàÿ âîëíà äåôîðìàöèè
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Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå
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ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïîñòîÿííîé äëÿ êàæäîãî ìàòåðèàëà.
Èçâåñòíî [20], ÷òî ïðè q2/q3 > 0 ïëîñêàÿ óåäèíåííàÿ âîëíà (22) óñòîé÷èâà, à ïðè

q2/q3 < 0 îíà ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé ê ïîïåðå÷íûì âîçìóùåíèÿì. Óðàâíåíèå Êà-
äîìöåâà – Ïåòâèàøâèëè èìååò â ýòîì ñëó÷àå äðóãîå òî÷íîå ðåøåíèå [21]:
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çäåñü p è q – êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ,
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Çàâèñèìîñòü (24) îïèñûâàåò ïåðèîäè÷åñêóþ öåïî÷êó äâóìåðíûõ óåäèíåííûõ
âîëí äåôîðìàöèè (ðèñ. 4). Èìåííî â (24) ïðåîáðàçóåòñÿ ïëîñêàÿ óåäèíåííàÿ âîëíà
(22), èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 3, åñëè q2/q3 < 0, ò.å. åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå åå íåóñ-
òîé÷èâîñòè ê ïîïåðå÷íûì âîçìóùåíèÿì. Ïîëÿðíîñòü ñîëèòîíîâ (22) è (24) çàâèñèò
îò çíàêà âûðàæåíèÿ q1/q2. Ïðè q1/q2 > 0 ñîëèòîíû èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ ïîëÿð-
íîñòü (ýòîò ñëó÷àé èçîáðàæåí íà ðèñ. 3 è 4), à ïðè q1/q2 < 0 – îòðèöàòåëüíóþ ïîëÿð-
íîñòü.

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûå èç (17) çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ q1/q2 è q2/q3
îò ìàêðîïàðàìåòðîâ ñðåäû:
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Ðèñ. 4. Ïëîñêàÿ âîëíà, ïðîìîäóëèðîâàííàÿ â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè
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Èç (10) è (7) ñëåäóåò, ÷òî
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ñëåäîâàòåëüíî, q1/q2 > 0 ïðè 2/22
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Ïî äàííûì, ïðåäñòàâëåííûì â òàáë. 1, îïðåäåëèì çíàêè âûðàæåíèé q1/q2 è
q2/q3. Â çàâèñèìîñòè îò ýòèõ çíàêîâ íàëè÷èå è ïîëÿðíîñòü óñòîé÷èâûõ ïëîñêèõ
ñîëèòîíîâ äåôîðìàöèè äëÿ ñðåä ñ ïàðàìåòðàìè, êàê ó êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ LiF,
NaF è NaBr, ðàñïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òàáëèöà 2
          Ñóùåñòâîâàíèå óñòîé÷èâûõ ïëîñêèõ ñîëèòîíîâ äåôîðìàöèè

          è èõ ïîëÿðíîñòü â íåêîòîðûõ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ
Êðèñòàëë LiF NaF NaBr
Çíàê q2/q3 + + –
Çíàê q1/q2 – + +
Íàëè÷èå óñòîé÷èâûõ ïëîñêèõ ñîëèòîíîâ íåò
äåôîðìàöèè è èõ ïîëÿðíîñòü

Åñëè â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Êàäîìöåâà–Ïåòâèàøâèëè
âçÿòü äâóìåðíûé ñîëèòîí, íå èìåþùèé ïëîñêîãî ôðîíòà, ò.å. âîçìóùåíèå âèäà [22]:

),8sech(
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32sech12),( 2
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= YXYXU (27)

(ðèñ. 5), òî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (21), ïðîâåäåííîå ñ ïîìîùüþ
ïîëóíåÿâíîé ïñåâäîñïåêòðàëüíîé ñõåìû [23] ñ ïàðàìåòðàìè: 256×64 – ðàçìåðíîñòü
ñåòêè; ΔX = 0,25 – äëèíà øàãà ïî X; ΔY = 0,25 – äëèíà øàãà ïî Y; ΔT = 0,003 –
äëèíà øàãà ïî T, óêàçûâàåò íà äðóãîé ñöåíàðèé ýâîëþöèè óåäèíåííîé âîëíû, à
èìåííî: êóïîë âîçìóùåíèÿ (27) äâèæåòñÿ âïåðåä (ïî Õ ), îäíîâðåìåííî ðàñïëûâàÿñü
â ñòîðîíû (ïî Y ), ïðè÷åì ïîñëåäíèé ýôôåêò ïðåîáëàäàåò.

X

Y

Ðèñ. 5. Äâóìåðíûé ñîëèòîí áåç ïëîñêîãî ôðîíòà (Ò = 0)
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Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè áëèæå ê ãðàíèöàì àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ íàðàñòàåò äî
îïðåäåëåííîãî ïðåäåëà (A = 7,1), ïîñòîÿííî ðàñïëûâàÿñü â ñòîðîíû è äâèãàÿñü âïå-
ðåä, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ êðåñòîîáðàçíûõ ñòðóêòóð (ðèñ. 6).

Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîñòðîåíà íåëèíåéíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâóìåðíîé
êðèñòàëëè÷åñêîé ñðåäû ñ íåïëîòíîé óïàêîâêîé ÷àñòèö, îáëàäàþùèõ äâóìÿ òðàíñ-
ëÿöèîííûìè è îäíîé ðîòàöèîííîé ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Íàéäåíû â àíàëèòè÷åñêîì
âèäå çàâèñèìîñòè ñêîðîñòåé óïðóãèõ âîëí è êîýôôèöèåíòîâ íåëèíåéíîñòåé îò ðàç-
ìåðîâ ÷àñòèö è ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó íèìè. Â îáëàñòè íèçêèõ ÷àñòîò
ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê äâóõìîäîâîé, ëèíåéíûå ÷àñòè óðàâíå-
íèé êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ äâóìåðíûì àíàëîãîì êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ëàìå äëÿ
ñðåä ñ êóáè÷åñêîé ñèììåòðèåé. Ïðè ýòîì «ïàìÿòü» î ìèêðîñòðóêòóðå ñðåäû îñòàåò-
ñÿ â âèäå çàâèñèìîñòåé ìåæäó ìàêðîñêîïè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñðåäû è ïà-
ðàìåòðàìè ìèêðîìîäåëè. Â ñâîþ î÷åðåäü, äâóõìîäîâàÿ ñèñòåìà ìåòîäîì ìíîãèõ
ìàñøòàáîâ ïðèâîäèòñÿ ê ýâîëþöèîííîìó óðàâíåíèþ Êàäîìöåâà – Ïåòâèàøâèëè îòíî-
ñèòåëüíî ñäâèãîâîé äåôîðìàöèè, êîòîðîå èìååò ðåøåíèå â âèäå ïëîñêîãî ñîëèòî-
íà. Áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàííîìó â ðàáîòå ìåòîäó ñòðóêòóðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêà-
çàíî, ÷òî â êðèñòàëëè÷åñêîé ñðåäå ñ ïàðàìåòðàìè, êàê ó NaBr, ïëîñêèé ñîëèòîí
íåóñòîé÷èâ îòíîñèòåëüíî äâóìåðíûõ âîçìóùåíèé, â êðèñòàëëå NaF ñîëèòîí èìååò
ïîëîæèòåëüíóþ ïîëÿðíîñòü, à â êðèñòàëëå LiF – îòðèöàòåëüíóþ ïîëÿðíîñòü.
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LOCALISED STRAIN WAVES IN A TWO-DIMENSIONAL CRYSTALLINE MEDIUM
WITH A NON-DENSE PACKING OF THE PARTICLES

V.I. Erofeev, I.S. Pavlov

A two-dimensional model of a crystalline (granular) medium is considered that represents a square
lattice consisting of elastically interacting particles, which possess translational and rotational degrees
of freedom. In the long-wavelength approximation a set of nonlinear equations in partial derivatives
has been derived that describes propagation of longitudinal, transverse and rotational waves in
such a medium. Dependences of the velocities of elastic waves and the nonlinearity coefficients on
the sizes of particles and the parameters of interactions between them have been found in the
analytical form. In the field of low frequencies, when the rotational degree of freedom of particles
can be neglected, the obtained three-mode system degenerates into a two-mode system, which is
reduced by the multi-scale method to Kadomtsev–Petviashvili evolutionary equation for shear
deformation, which has a soliton-type solution. For some crystals with cubic symmetry it is found
out, whether the soliton is steady and what kind of polarity it has.

Keywords: microstructured medium, the plane localized strain waves, stability and polarity of
soliton.


