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Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî
äåôîðìèðîâàíèÿ, ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè è çàêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñôåðè-
÷åñêèõ îáîëî÷åê. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ è ÿâíàÿ ñõåìà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè òèïà «êðåñò». Ðàññìîòðåíû çà-
äà÷è íàãðóæåíèÿ ñåãìåíòîâ ñôåðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ðàâíîìåðíûì âíåøíèì
äàâëåíèåì è ñæàòèåì ìåæäó êîëüöåâûìè øòàìïàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ñåòî÷íàÿ
àíèçîòðîïèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ðàçáèåíèÿ ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñóùå-
ñòâåííî âëèÿåò íà ôîðìó åå âûïó÷èâàíèÿ. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷å-
òîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñôåðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà, ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè,
êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà, çàêðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ,
ýêñïåðèìåíò.

Êàê ïîêàçûâàåò îáçîð ìåòîäîâ ðåøåíèÿ è ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé [1, 2], ïðî-
áëåìà óñòîé÷èâîñòè è ïðåäåëüíûõ ñîñòîÿíèé óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ îáîëî÷å÷íûõ
êîíñòðóêöèé îòíîñèòñÿ ê íàèáîëåå òðóäíûì è äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ìà-
ëîèññëåäîâàííîé. Â ïðåäëàãàåìîé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëå-
äîâàíèÿ âûïó÷èâàíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ñôåðè÷åñêèõ îáîëî÷åê. Ðåøåíèå ãåîìåò-
ðè÷åñêè è ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîé çàäà÷è îñíîâàíî íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è
ÿâíîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè òèïà «êðåñò». Ðåçóëü-
òàòû ðàñ÷åòîâ ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Äåôîðìèðîâàíèå îáîëî÷å÷íîé êîíñòðóêöèè îïèñûâàåòñÿ â ïåðåìåííûõ Ëàã-
ðàíæà ñ ïîçèöèé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä [3, 4]. Íàðÿäó ñ îáùèì áàçèñîì X =
= [X1X2X3] ââåäåì ìåñòíóþ (ñîïóòñòâóþùóþ) ñèñòåìó êîîðäèíàò x = [x1x2x3] ñ íà-

*) Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ (ñîãëàøå-
íèå 14.Â37.21.2013), Ïðîãðàììîé ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ
(ãðàíò ÍØ-2843.2012.8) è ÐÔÔÈ (ïðîåêòû ¹11-08-00557-à, 12-08-90819-ìîë_ðô_íð,
12-08-33106-ìîë_à_âåä).

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, âûï. 74, 2012 ã.
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ïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè 3,1,,: == jiXnxn jijiij  (ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì
âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå). Çäåñü x3 – êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò ñðåäèííîé ïî-
âåðõíîñòè îáîëî÷êè è íîðìàëüíàÿ ê íåé; x1, x2 îðòîãîíàëüíû ê x3. Ñäâèãîâûå äå-
ôîðìàöèè ïðåäïîëàãàåì ìàëûìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü ìåñòíûé áàçèñ îðòîãîíàëü-
íûì â òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ. Êîìïîíåíòû òåíçîðà ñêîðîñòåé äå-
ôîðìàöèé â ìåñòíîì áàçèñå ijε&  âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû ije&  ñêîðîñòè äåôîð-
ìàöèé â îáùåì áàçèñå

,mkjkimij enn && =ε (1)

êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ â ìåòðèêå òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ

.),3,1,(2/)(
0

0,, ∫+==+=
=

t

itiiijjiij dtUXXjiUUe &&&& (2)

Â (2) Ui – ïåðåìåùåíèÿ â îáùåé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Õ, èíäåêñ ïîñëå
çàïÿòîé îçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîñòðàíñòâåííîé
ïåðåìåííîé, òî÷êà íàä ñèìâîëîì – ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè t.

Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ óñòàíàâëèâàþòñÿ ðàçäåëüíî äëÿ øàðîâûõ VV
ij σε && , è äåâèà-

òîðíûõ ijij σ′ε′ && ,  ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé ,( V
ijijijij εδ+ε′=ε &&&

).V
ijijij σδ−σ′=σ &&&  Çàâèñèìîñòü øàðîâûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé è íàïðÿ-

æåíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèíåéíîé. Äåâèàòîðíûå ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà íàïðÿæåíèé
âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé òåîðèè òå÷åíèÿ ñ êèíåìàòè÷åñêèì è èçî-
òðîïíûì óïðî÷íåíèåì [3, 5]. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âûâîäèòñÿ èç áàëàíñà âèðòóàëü-
íûõ ìîùíîñòåé ðàáîòû:
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ãäå ρ – ïëîòíîñòü; 
q

iP  – êîíòàêòíîå äàâëåíèå; Pi – ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà; Ω –
èññëåäóåìàÿ îáëàñòü; Γq – ïîâåðõíîñòü êîíòàêòà; Γp – çîíà äåéñòâèÿ âíåøíåãî äàâ-
ëåíèÿ; iij U&& δεδ ,  – âàðèàöèè iij U&& ,ε  (íà ïîâåðõíîñòè ñ çàäàííûìè êèíåìàòè÷åñêèìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ).0=δ iU&  Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)–(3) äîïîëíÿåòñÿ íà÷àëü-
íûìè è êèíåìàòè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â çîíå êîíòàêòà ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ íåïðîíèêàíèå ïî íîðìàëè è ñâîáîäíîå ñêîëüæåíèå âäîëü êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõ-
íîñòè êîíòàêòà.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî
ïàðàìåòðó [6], ñóòü êîòîðîãî ñâîäèòñÿ ê ïîøàãîâîìó ïåðåñ÷åòó íàïðÿæåííî-äåôîð-
ìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ êîíñòðóêöèè ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì óâåëè÷åíèè íàãðóçêè,
õàðàêòåðíûõ ñìåùåíèé èëè èíîãî ïàðàìåòðà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ. Êðèòè÷åñêîé
ñ÷èòàåòñÿ íàãðóçêà, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîé ðåçêî âîçðàñòàþò ïåðåìåùåíèÿ îáîëî÷êè, åå
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ èëè íåêîòîðûé èíòåãðàëüíûé ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé
ôîðìîèçìåíåíèå â öåëîì.

Ïðè ðàâíîìåðíîì ñæàòèè ñôåðè÷åñêèõ îáîëî÷åê âíåøíåå äàâëåíèå ïîñëå ïî-
òåðè óñòîé÷èâîñòè ñíèæàåòñÿ. Ïðè ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè
è çàêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îáîëî÷åê íåîáõîäèìî ïðàâèëüíî îïèñàòü åãî èçìåíå-
íèå íà äî- è çàêðèòè÷åñêîì ýòàïàõ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèíèìàåòñÿ:
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ãäå α = const – ñêîðîñòü íàðàñòàíèÿ âíåøíåãî äàâëåíèÿ âî âðåìåíè, Pc = P(tc) –
êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà, tc – âðåìÿ äîñòèæåíèÿ âíåøíåé íàãðóçêîé êðèòè÷åñêîãî çíà-
÷åíèÿ, f (t) – ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ [7].

Ðåøåíèå îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)–(4) îñíîâàíî íà ìåòîäå êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ è ÿâíîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè òèïà
«êðåñò» [5]. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïîêðûâàåòñÿ ëàãðàíæåâîé ñåòêîé èç 8-óçëîâûõ êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â óçëàõ ñåòêè îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ U, ñêîðîñòè U&  è óñ-
êîðåíèÿ U&&  â îáùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò X, èñïîëüçóåìîé äëÿ ñòûêîâêè êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ (ÊÝ). Â êàæäîì ýëåìåíòå ââîäèòñÿ ëîêàëüíûé ïðÿìîóãîëüíûé áàçèñ x,
îòñëåæèâàþùèé åãî âðàùåíèå êàê æåñòêîãî öåëîãî ïîøàãîâûì ïåðåñ÷åòîì íàïðàâ-
ëÿþùèõ êîñèíóñîâ îñåé. Êîíå÷íûé ýëåìåíò, â îáùåì ñëó÷àå èñêàæåííûé, ñ ïîìî-
ùüþ ïîëèëèíåéíîãî èçîïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îòîáðàæàåòñÿ íà åäè-
íè÷íûé êóá :11 ≤ξ≤ i
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Êîìïîíåíòû ñêîðîñòè äåôîðìàöèé ijε&  â ëîêàëüíîì áàçèñå x àïïðîêñèìèðóþòñÿ â
ÊÝ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè:
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1
10 ξε+ξε+ξε+ε=ε ijijijijij &&&&& (7)

Â (7) 
0
ijε&  – çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè äåôîðìàöèé â öåíòðå ÊÝ (áåçìîìåíòíûå

ñîñòàâëÿþùèå), à =ξ∂ε∂=ε kij
k
ij /&& const – èõ ãðàäèåíòû (ìîìåíòíûå ñîñòàâëÿþùèå).

×òîáû íå çàâûøàòü ñäâèãîâóþ æåñòêîñòü ýëåìåíòà, â (7) ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî êîì-
ïîíåíòû ,k

ijε&  ñîîòâåòñòâóþùèå èçãèáàþùèì è êðóòÿùèì ìîìåíòàì â òåîðèè îáîëî-
÷åê òèïà Òèìîøåíêî [8]. Ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ
èç óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ â êâàäðàòóðíûõ òî÷êàõ êîíå÷íîãî ýëåìåíòà, èñõîäÿ èç ëè-
íåéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíûõ äåôîðìàöèé. Äëÿ óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè ÷èñëåí-
íîãî ðåøåíèÿ äåôîðìàöèè îáæàòèÿ îáîëî÷êè ïî òîëùèíå â ýëåìåíòå êîððåêòèðó-
þòñÿ èç óñëîâèÿ σ33,3 = 0 [8]. Äëÿ âûïîëíåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ â óðàâíåíèè áàëàíñà
âèðòóàëüíûõ ìîùíîñòåé (3) ïðèìåíÿþòñÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû [4]. Ñóììèðîâà-
íèåì èíòåãðàëîâ ïî êîíå÷íûì ýëåìåíòàì ðàñ÷åòíîé îáëàñòè Ω ïîëó÷àåòñÿ äèñê-
ðåòíûé àíàëîã óðàâíåíèé äâèæåíèÿ:

},{}]{[ FUM =&& (8)
ãäå [M] – äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ìàññ; }{U&&  – âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç óñêîðåíèé
óçëîâ ÊÝ-ñåòêè; {F} – ðåçóëüòèðóþùèå óçëîâûõ ñèë â îáùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò X,
ñòàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå íàïðÿæåíèÿì â ÊÝ è âíåøíåé íàãðóçêå íà èõ ãðàíÿõ.
Ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (8) èíòåãðèðóåòñÿ ïî ÿâíîé
êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìå òèïà «êðåñò». Øàã èíòåãðèðîâàíèÿ âî âðåìåíè Δt k + 1

îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè.
×èñëåííîå îïðåäåëåíèå êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ â çîíàõ âçàèìîäåéñòâèÿ äåôîð-

ìèðóåìûõ òåë è ñòàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ åìó ñèë â óçëàõ ÊÝ-ñåòêè îñóùåñòâëÿ-
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åòñÿ èç óñëîâèé íåïðîíèêàíèÿ è çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû è êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ
[9].

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ. Èçëîæåííàÿ ìåòîäèêà ðåàëèçîâàíà â ðàìêàõ âû÷èñëè-
òåëüíîé ñèñòåìû «Äèíàìèêà-3» [10]. Äëÿ åå âåðèôèêàöèè áûë ïðîâåäåí ðÿä òåñòî-
âûõ è èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàñ÷åòîâ.

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, ïîòåðè óñòîé÷èâî-
ñòè è çàêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ æåñòêî çàùåìëåííîé ïî êîíòóðó ïîëóñôåðè÷åñêîé
îáîëî÷êè (R = 1,443 ñì, h = 0,1 ñì) ïðè ðàâíîìåðíîì ñæàòèè âíåøíèì äàâëåíèåì
[11]. Îáîëî÷êà âûïîëíåíà èç äþðàëåâîãî ñïëàâà ÀÄ1. Ñêîðîñòü íàðàñòàíèÿ âíåø-
íåãî äàâëåíèÿ â ôîðìóëå (4) âûáèðàëàñü èç óñëîâèÿ êâàçèñòàòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ,
óìåíüøàþùåãî äèíàìè÷åñêèå ýôôåêòû. Óñòîé÷èâîñòü îáîëî÷êè îöåíèâàëàñü ïî ãðà-
ôèêó èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ïðîãèáà â åå ïîëþñå è ïî ôîðìå åå êîíå÷íî-ýëåìåíò-
íîé ñåòêè.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè 8-óçëîâîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óñòîé-
÷èâîñòè îñåñèììåòðè÷íûõ îáîëî÷åê âîçíèêàåò îñîáåííîñòü íà îñè âðàùåíèÿ: êî-
íå÷íûé ýëåìåíò âûðîæäàåòñÿ â ïðèçìó ñ òðåóãîëüíûì îñíîâàíèåì. ×òîáû ïðåîäî-
ëåòü âûðîæäåíèå ñåòêè, îáîëî÷êó îáû÷íî ïðåäâàðèòåëüíî ðàçáèâàþò íà ôðàãìåí-
òû, ïîëó÷àåìûå âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì íà êóá (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1

Êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ñåòêè ýòèõ ïîäîáëàñòåé â äàëüíåéøåì îáúåäèíÿþòñÿ â
ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Êàê âèäíî èç ðèñ. 1, ñåòêà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïîëó÷àåòñÿ
íåîñåñèììåòðè÷íîé, ÷òî ïðèâîäèò ê ñåòî÷íîé àíèçîòðîïèè. Ïðè ðåøåíèè ëèíåé-
íûõ çàäà÷ ïîãðåøíîñòü, âíîñèìàÿ ñåòî÷íîé àíèçîòðîïèåé, ìîæåò áûòü íåçíà÷è-
òåëüíîé. Îäíàêî ïðè èññëåäîâàíèè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè è çàêðèòè÷åñêîãî ïîâåäå-
íèÿ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ òàêîé ïîäõîä ñîçäàåò íåôèçè÷íîå íåñîâåðøåíñòâî, êîòîðîå
ñóùåñòâåííî èñêàæàåò ôîðìó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Òàê, íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî ôîðìî-
èçìåíåíèå ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ïîëó÷åííîå èç ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íà
ñåòêå, èñõîäíîå ñîñòîÿíèå êîòîðîé ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 1. Ñîãëàñíî ýêñïåðèìåí-
òàëüíûì äàííûì [11], ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîëóñôåðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ïîñëå ïîòåðè
óñòîé÷èâîñòè äåôîðìèðóåòñÿ îñåñèììåòðè÷íî. Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî ïðåäâàðèòåëü-
íîå ðàçáèåíèå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íà áëîêè çíà÷èòåëüíî èñêàæàåò ðåøåíèå çàäà÷è.

Â ïîñëåäóþùèõ ðàñ÷åòàõ â ïîëþñå ïîëóñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè (ðèñ. 3à) âûäå-
ëÿëàñü ïîäîáëàñòü, êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà êîòîðîé ïîêàçàíà íà ðèñ. 3á.

Ôîðìîçìåíåíèå îáîëî÷êè, ïîëó÷åííîå èç ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ýòîé ñåòêå, ïðèâå-
äåíî íà ðèñ. 4. Äîñòîâåðíîñòü ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ äàííûìè ðåøåíèÿ
çàäà÷è â îñåñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå [11]. Ïî ðàñ÷åòíûì äàííûì ïîòåðÿ óñòîé÷è-

à) á)
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âîñòè â ðàññìàòðèâàåìîì âàðèàíòå çàäà÷è ïðîèñõîäèò ïðè äîñòèæåíèè èíòåíñèâ-
íîñòüþ íàïðÿæåíèé ïðåäåëà òåêó÷åñòè è ñîñòàâëÿåò 7,6 ÌÏà, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî
5% ñîâïàäàåò ñ ðàñ÷åòíûìè äàííûìè [11]. Ó÷åò ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé ïðèâî-
äèò ê ñóùåñòâåííîìó ñíèæåíèþ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè.

Òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñôåðè÷åñêîé
îáîëî÷êè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò îïèñàíèÿ çàâèñèìîñòè âíåøíåãî äàâëåíèÿ ïîñëå
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Òàê, åñëè â ôîðìóëå (4) íå ó÷èòûâàòü ñíèæåíèÿ äàâëåíèÿ íà
çàêðèòè÷åñêîé ñòàäèè, êàðòèíà äåôîðìèðîâàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ èíîé (ðèñ. 5).

Ðåøåíà çàäà÷à ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñôåðè÷åñêîãî ñåãìåíòà 1 (ðèñ. 6) ïî-
ñòîÿííîé òîëùèíû äëÿ R/h = 400, óñèëåííîãî îïîðíûì êîëüöîì 2 [12]. Íèæíÿÿ
÷àñòü îïîðíîãî êîëüöà âçàèìîäåéñòâóåò ñ êðóãîâûì ëîæåìåíòîì 3, óãîë îáõâàòà
êîòîðîãî   γ ìåíÿëñÿ â ðàñ÷åòàõ îò 3 äî 120°. Â âåðõíåé ÷àñòè ê ïîäêðåïëÿþùåìó
êîëüöó áûëà ïðèëîæåíà ñæèìàþùàÿ íàãðóçêà, ëèíåéíî âîçðàñòàþùàÿ ïî âðåìåíè
äî ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷êè. Îáîëî÷êà è îïîðíîå êîëüöî âûïîëíåíû èç àëþ-
ìèíèåâîãî ñïëàâà ÀÌÃ-6Ì.

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ, êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷å-
íèåì óãëà θ. Óãîë îáõâàòà ëîæåìåíòà γ ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ôîðìó âîëíîîáðàçî-

à) á)

â) ã)
Ðèñ. 2

à) á)

Ðèñ. 3
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âàíèÿ (ðèñ. 7): ïðè ìàëûõ γ îáðàçóåòñÿ îäíà âìÿòèíà, à ïðè áîëüøèõ – äâå âìÿòèíû
â çîíàõ, áëèçêèõ ê êðàÿì ïëîùàäêè êîíòàêòà.

Ðèñ. 6

x1

x2 x2

γ

θ
1

2

3

p

à) á)

â) ã)
Ðèñ. 5

Ðèñ. 4
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Äîñòîâåðíîñòü îñòàòî÷íîé ôîðìû îáîëî÷êè ïîäòâåðæäàþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 7, à òàêæå ðåçóëüòàòû ðÿäà ðàáîò ïî êîíòàêòíûì çàäà-
÷àì äëÿ îáîëî÷åê, íàãðóæåííûõ êðóãîâûìè øòàìïàìè, ñîãëàñíî êîòîðûì âáëèçè
êðàåâ øòàìïîâ êîíòàêòíûå óñèëèÿ âîçðàñòàþò [2].

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Âîëüìèð À.Ñ. Óñòîé÷èâîñòü äåôîðìèðóåìûõ ñèñòåì. Ì.: Íàóêà, 1967. 984 ñ.
2. Ãóäðàìîâè÷ Â.Ñ. Óñòîé÷èâîñòü óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ îáîëî÷åê. Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà,

1987. 216 ñ.
3. Áàæåíîâ Â.Ã., Êèáåö À.È. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òðåõìåðíûõ çàäà÷ íåñòàöèîíàð-

íîãî äåôîðìèðîâàíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé ìåòîäîì êîíå÷íîãî ýëåìåíòà // Èçâ.
ÐÀÍ. ÌÒÒ. 1994. ¹1. Ñ. 52–59.

4. Bathe K.-Y. Finite element procedures. New Jersey: Upper Saddle River «Prentice Hall»,
1996. 1037 p.

5. Âåðèôèêàöèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ óï-
ðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, óñòîé÷èâîñòè è çàêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îáîëî÷åê /
À.À. Àðòåìüåâà, Â.Ã. Áàæåíîâ, À.È. Êèáåö è äð. // Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìåõàíèêà ñïëîøíûõ
ñðåä. 2010. Ò. 3, ¹2. Ñ. 5–14.

6. Øàëàøèëèí Â.È., Êóçíåöîâ Å.Á. Ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó è
íàèëó÷øàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ â ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå è ìåõàíèêå. Ì.: Ýäèòîðèàë ÓÐÑÑ,
1999.

7. Ãàíååâà Ì.Ñ., Èëüãàìîâ Ì.À., Ìîèñååâà Â.Å. Óñòîé÷èâîñòü ñôåðè÷åñêîãî ñåãìåíòà,
íàãðóæåííîãî äàâëåíèåì ñæèìàåìîé æèäêîñòè // Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè è ïëàñòè÷íîñòè.
Ìåæâóç. ñá. / Íèæåãîðîä. óí-ò. 2009. Âûï. 71. Ñ. 71–76.

8. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ìåõàíèêå òâåðäûõ òåë / Ïîä ðåä. À.Ñ. Ñàõàðîâà,
È. Àëüòåíáàõà. Êèåâ: Âèùà øêîëà; Ëåéïöèã: ÔÅÁ Ôàõáóõôåðëàã, 1982. 480 ñ.

9. Áàæåíîâ Â.Ã., Êèáåö À.È., Öâåòêîâà È.Í. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íåñòàöèîíàðíûõ
ïðîöåññîâ óäàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äåôîðìèðóåìûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé // Ïðîáëåìû
ìàøèíîñòðîåíèÿ è íàäåæíîñòè ìàøèí. 1995. ¹2. Ñ. 20–26.

10. Ïðîãðàììíûé ïðîäóêò «Ïàêåò ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷
íåñòàöèîíàðíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèé, âêëþ÷àþùèõ ìàññèâíûå òåëà è îáîëî÷êè,
«Äèíàìèêà-3» (ÏÏÏ «Äèíàìèêà-3»): Ñåðòèôèêàò ñîîòâåòñòâèÿ Ãîññòàíäàðòà Ðîññèè ¹ ÐÎÑÑ
RU.ME20.H00338/2000.

Ðèñ. 7

γ = 3°

γ = 60°

Ýêñïåðèìåíò Ðàñ÷åò



91

11. ßêóøåâ Â.Ë. Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëóñôåðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ïðè ïëàñòè÷åñêèõ
äåôîðìàöèÿõ // Òðóäû XVIII Ìåæäóíàðîä. êîíô. ïî òåîðèè îáîëî÷åê è ïëàñòèí. 29 ñåíò. –
4 îêò. 1997 ã. Ò. 2. Ñàðàòîâ, 1997. Ñ. 136–141.

12. Ãóäðàìîâè÷ Â.Ñ., Äèñêîâñêèé È.À. Î ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñôåðè÷åñêèõ îáîëî÷åê
// ÄÀÍ ÑÑÑÐ. 1977. Ò. 232, ¹6. Ñ. 1285–1288.

FINITE-ELEMENT MODELING OF ELASTOPLASTIC BUCKLING
OF NON-CLOSED SPHERICAL SHELLS LOADED IN COMPRESSION

V.G. Bazhenov, À.À. Àrtem'eva, Å.G. Gonik, À.I. Kibets, D.V. Shoshin, Ò.G. Fedorova

The results of numerically modeling elastoplastic deformation, loss-of-stability and super-critical
behavior of spherical shells are presented. The problem is analyzed using FEM and the «cross-
type» explicit time-integration scheme. The problems of loading the segments of spherical shells
by uniform external pressure and compression between circular dyes are considered. The mesh
anisotropy of the FE-discretization of spherical meshes is shown to considerably affect its buckling
form. The reliability of the results is corroborated by experimental data.

Keywords: spherical shell, plastic deformations, critical loading, super-critical behavior, FEM,
experiment.


