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Ïðåäñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ îñíîâíûå ñòàäèè
äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ ðàçíîñîïðîòèâëÿþùèõñÿ ñðåä
òèïà áåòîíà, ñêàëüíûõ è ïîëóñêàëüíûõ ãîðíûõ ïîðîä ïðè èíòåíñèâíûõ óäàð-
íûõ âîçäåéñòâèÿõ. Ñîîòíîøåíèÿ îñíîâàíû íà çàêîíàõ òå÷åíèÿ óïðóãîïëàñòè-
÷åñêîé ñðåäû, â êîòîðûõ óðàâíåíèÿ ïëàñòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (ïîâåðõíîñòü
òåêó÷åñòè), ïîâåðõíîñòü ðàçðóøåíèÿ è ïîâåðõíîñòü òå÷åíèÿ ôðàãìåíòèðîâàí-
íîãî (ðàçðóøåííîãî) ìàòåðèàëà çàâèñÿò îò ñðåäíåãî íàïðÿæåíèÿ, èíòåíñèâíî-
ñòè òåíçîðà íàïðÿæåíèé, óãëà ôàçû äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé (âèäà íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ), ñêîðîñòè äåôîðìàöèé è ïàðàìåòðà ïîâðåæäåí-
íîñòè. Âûïîëíåíà âåðèôèêàöèÿ ìîäåëè ïóòåì ñîïîñòàâëåíèÿ ðàñ÷åòíûõ
âåëè÷èí ïåðåãðóçîê è ôèíàëüíûõ ãëóáèí ïðîíèêàíèÿ æåñòêèõ óäàðíèêîâ â
áåòîííûå ïðåãðàäû ðàçëè÷íîé ïðî÷íîñòè ïðè ñêîðîñòÿõ óäàðà 200–460 ì/ñ
ñ ðåçóëüòàòàìè íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçíîñîïðîòèâëÿþùèåñÿ ìàòåðèàëû, ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü, äèíàìè÷åñêîå ðàçðóøåíèå, ïðîíèêàíèå, áåòîí, ãîðíûå ïîðîäû.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêîå ïðèìåíåíèå â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå íàõîäèò ðÿä
íîâûõ è òðàäèöèîííûõ êîíñòðóêöèîííûõ è ñòðîèòåëüíûõ ìàòåðèàëîâ (íåêîòîðûå
ìàðêè ñòàëåé è ÷óãóíîâ, áåòîíû è êåðàìèêè, ñêàëüíûå è ïîëóñêàëüíûå ãîðíûå ïî-
ðîäû è äð.), ó êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ çàâèñèìîñòü ìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïðè äå-
ôîðìèðîâàíèè îò âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, – ýòî òàê íàçûâàåìûå ðàçíîñîïðî-
òèâëÿþùèåñÿ ìàòåðèàëû.

Ñ íåêîòîðîé äîëåé óñëîâíîñòè ñîîòíîøåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå ðàçíî-
ñîïðîòèâëÿþùèõñÿ ñðåä, ìîæíî îòíåñòè ê îäíîé èç òðåõ ãðóïï. Â ïåðâóþ ãðóïïó
âõîäÿò ñîîòíîøåíèÿ ëèíåéíî-óïðóãîé ðàçíîñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäû, òàê íàçûâà-
åìûå ñîîòíîøåíèÿ ðàçíîìîäóëüíîé òåîðèè óïðóãîñòè [1], êîòîðûå ó÷èòûâàþò ðàç-
ëè÷èå ìîäóëåé óïðóãîñòè ïðè ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè. Êî âòîðîé ãðóïïå îòíîñÿòñÿ
ìîäåëè, ïðè ôîðìóëèðîâêå êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè è/èëè
èíâàðèàíòíûå õàðàêòåðèñòèêè òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé. Ïîñëåäíèå ñî-

*) Èñëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 10-01-00585, 11-08-
00545) è Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ.
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îòíîøåíèÿ îáëàäàþò áîëüøåé îáùíîñòüþ êàê â ÷àñòè îïèñàíèÿ êîíêðåòíûõ ýô-
ôåêòîâ ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè ïðè ñëîæíûõ âèäàõ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííî-
ãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ), òàê è â îïèñàíèè ñîâîêóïíîñòè íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ äåôîð-
ìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà. Ïîäðîáíûé îáçîð ðàáîò, îòíîñÿùèõñÿ ê ïåðâûì äâóì ãðóï-
ïàì, ïðèâåäåí â ìîíîãðàôèÿõ [1–3].

Ñåðüåçíûì ïðåïÿòñòâèåì ê ïðèìåíåíèþ âûøåïåðå÷èñëåííûõ ìîäåëåé ïðè êîì-
ïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðó-
øåíèÿ êîíñòðóêöèé èç ðàçíîñîïðîòèâëÿþùèõñÿ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêàÿ
ñëîæíîñòü ó÷åòà íà èõ îñíîâå ðåàëüíûõ èñòîðèé äåôîðìèðîâàíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî â
çàäà÷àõ èíòåíñèâíîãî äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïðåîáëàäàþò íåïðîïîðöèî-
íàëüíûå èñòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ ñ ïðîìåæóòî÷íûìè ðàçãðóçêàìè è ïîâòîðíûìè
íàãðóçêàìè, ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ íåïîòåíöèàëüíîñòü õàðàêòåðà ñâÿçåé «íà-
ïðÿæåíèÿ–äåôîðìàöèè», ïðèâîäÿùàÿ ê ñóùåñòâåííîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà-
÷è îò èñòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ.

Ìîäåëÿìè, áîëåå âñåãî ñîîòâåòñòâóþùèìè òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê îï-
ðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî
äåôîðìèðîâàíèÿ ðàçíîñîïðîòèâëÿþùèõñÿ ìàòåðèàëîâ, ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè òðåòüåé ãðóïïû. Ôàêòè÷åñêè ìîäåëè ýòîé ãðóïïû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êëàññ
îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, ìîäèôèöèðîâàí-
íûõ ñ öåëüþ ó÷åòà îñîáåííîñòåé äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ ðàçíîñîïðîòèâëÿ-
þùèõñÿ ìàòåðèàëîâ. Ïðè îïèñàíèè ïîâåäåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû íà îñíîâå äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òåîðèè òå÷åíèÿ êëþ÷åâûìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ôîðìó-
ëèðîâêà óðàâíåíèé ïðåäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé (òåêó÷åñòè, ïëàñòè÷åñêîãî ïîòåíöè-
àëà, ðàçðóøåíèÿ), çàêîíà òå÷åíèÿ, ñõåìû óïðî÷íåíèÿ è ò.ä. Ñïîñîáîì ñîãëàñîâàííî-
ãî ââåäåíèÿ èìåííî ýòèõ ýëåìåíòîâ îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà áîëüøèíñòâî ìîäå-
ëåé [4–11] äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ ðàçíîñîïðîòèâëÿþùèõñÿ ìàòåðèàëîâ òðå-
òüåé ãðóïïû.

Â êà÷åñòâå óðàâíåíèé ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè è/èëè ïëàñòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà
äëÿ ìîäåëåé òðåòüåé ãðóïïû îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ïîâåðõíîñòè òèïà Ìîðà èëè Ìîðà
– Êóëîíà, ïàðàáîëîèäà Áàëàíäèíà, ýëëèïñîèäà Ìèçåñà – Øëåéõåðà è ò.ï. [12]. Äîáà-
âèì, ÷òî ñîãëàñíî íàìåòèâøåéñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ òåíäåíöèè ìàòåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè â êîíòèíóàëüíîé ìåõàíèêå äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ ðàçíîñîïðîòèâ-
ëÿþùèõñÿ ñðåä ñòðîÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì áîëåå ÷åì îäíîé ïðåäåëüíîé ïîâåðõíî-
ñòè.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà ñõåìà [5, 13], èëëþñòðèðóþùàÿ òèïè÷íóþ äèàãðàììó
äåôîðìèðîâàíèÿ îáðàçöà èç ðàçíîñîïðîòèâëÿþùåãîñÿ ìàòåðèàëà ïðè ðàñòÿæåíèè
è ñæàòèè. Ñ íåêîòîðîé äîëåé óñëîâíîñòè áîëüøèíñòâî àâòîðîâ âûäåëÿåò òðè-÷åòû-
ðå îñíîâíûõ ó÷àñòêà íà äèàãðàììå äåôîðìèðîâàíèÿ. Áóêâàìè À, Â, Ñ, ÂÑ íà ðèñ. 1
îòìå÷åíû ÷åòûðå îñíîâíûõ ó÷àñòêà (ñòàäèè) äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ. Ñòàäèÿ
À ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíî-óïðóãîìó äåôîðìèðîâàíèþ ìàòåðèàëà; ïîñëå äîñòèæåíèÿ
íàïðÿæåíèÿìè ïðåäåëà óïðóãîñòè ïðîèñõîäèò ïðîöåññ êâàçèðàâíîâåñíîãî íåóïðó-
ãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ (ñòàäèÿ Â), ñîïðîâîæäàåìûé îäíîâðåìåííî ïðîòåêàþùèìè
ïðîöåññàìè íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé è óïðî÷íåíèåì ìàòåðèàëà. Ïðåäåë ïðî÷íîñ-
òè ñîîòâåòñòâóåò òî÷êàì ìàêñèìóìà íà äèàãðàììå äåôîðìèðîâàíèÿ (òî÷êè h) è
õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðåäåëüíûì óðîâíåì ïîâðåæäåííîñòè. Ïîñëå äîñòèæåíèÿ òî÷êè
ìàêñèìóìà ïðî÷íîñòü ìàòåðèàëà èñ÷åðïûâàåòñÿ íå ìãíîâåííî, ñðàáàòûâàåò ýôôåêò
«çàäåðæêè âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ» [14] è íà÷èíàåòñÿ ðåëàêñàöèÿ íàïðÿæåíèé (ñòà-
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äèÿ ÂÑ), à ñàì ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ íåðàâíîâåñíûì (ïðîèñõîäèò
ôðàãìåíòàöèÿ ìàòåðèàëà). Êðàéíÿÿ ñòàäèÿ Ñ ñîîòâåòñòâóþò ðåæèìó äåôîðìèðîâà-
íèÿ ôðàãìåíòèðîâàííîãî (ðàçðóøåííîãî) ìàòåðèàëà, ëèøåííîãî ñòðóêòóðíîé ïðî÷-
íîñòè. Â ýòîì ñîñòîÿíèè äåôîðìèðîâàíèå ìàòåðèàëà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñêîëüæåíèåì
è âðàùåíèåì ôðàãìåíòîâ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà ñ òðåíèåì è èõ äàëüíåéøèì èç-
ìåëü÷åíèåì [15].

Êèíåòèêà ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà, íàõîäÿùåãîñÿ â óêàçàííûõ ñòàäèÿõ
äåôîðìèðîâàíèÿ (ñì. ðèñ. 1), à òàêæå íàñòóïëåíèå ýòèõ ñòàäèé îïðåäåëÿþòñÿ âñåé
èñòîðèåé äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà.

Äëÿ áåòîíà è ñêàëüíûõ ãîðíûõ ïîðîä ïðè èíòåíñèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ íàãðóç-
êàõ ýôôåêòû ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè íàèáîëåå ñóùåñòâåííî ïðîÿâëÿþòñÿ äëÿ ïðå-
äåëüíûõ âåëè÷èí (ïðåäåë òåêó÷åñòè, ïðåäåë ïðî÷íîñòè). Â ñâÿçè ñ ýòèì áóäåì ïîëà-
ãàòü, ÷òî ìîäóëè îáúåìíîãî ñæàòèÿ–ðàñøèðåíèÿ K è ñäâèãà G íå çàâèñÿò îò âèäà
ÍÄÑ è ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè.

Äëÿ îïèñàíèÿ êèíåòèêè ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ ðàçíîñîïðî-
òèâëÿþùåãîñÿ ìàòåðèàëà ââîäÿòñÿ òðè ïðåäåëüíûå ïîâåðõíîñòè, ðàçäåëÿþùèå â
ïðîñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé óêàçàííûå ñòàäèè äåôîðìèðîâàíèÿ:

– ïîâåðõíîñòü òåêó÷åñòè (ïëàñòè÷íîñòè): ðàçäåëÿåò ñòàäèè óïðóãîãî è óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ;

– ïîâåðõíîñòü ðàçðóøåíèÿ: îòäåëÿåò ñòàäèþ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðî-
âàíèÿ îò ñòàäèè íåðàâíîâåñíîé ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèé;

– ïîâåðõíîñòü òåêó÷åñòè ñðåäû ñ ïîëíîñòüþ íàðóøåííîé ñòðóêòóðíîé ïðî÷íî-
ñòüþ: îòäåëÿåò ñòàäèþ ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèé îò ñòàäèè äåôîðìèðîâàíèÿ ôðàã-
ìåíòèðîâàííîãî ìàòåðèàëà.

Ñîñòîÿíèå óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ îïèñûâàåòñÿ îáîáùåííûì çàêîíîì Ãóêà:
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ãäå D/(Dt) – ïðîèçâîäíàÿ ßóìàíà [16]; ijσ′ è ijε′&  – êîìïîíåíòû äåâèàòîðîâ òåíçîðîâ
íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòè äåôîðìàöèé; 0σ& è 0ε&  – øàðîâûå ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðîâ
ñêîðîñòåé íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé.

Çîíà óïðóãîãî ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà îãðàíè÷èâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ òåêó÷åñòè
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 è I~ – îòíîøåíèÿ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé kjkji σ′σ′=σ 5,1  è ïåðâîãî
èíâàðèàíòà òåíçîðà íàïðÿæåíèé ijijI δσ=  ê âåëè÷èíå ïðåäåëà ïðî÷íîñòè ïðè îäíî-
îñíîì ñæàòèè σc; ϑ è ω – ïàðàìåòðû óïðî÷íåíèÿ è ïîâðåæäåííîñòè ñîîòâåòñòâåí-
íî;  Ap, Bp, γ – ïàðàìåòðû ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè, çàâèñÿùèå îò ñêîðîñòè äåôîðìà-
öèé e& ; q(ω, ϑ) – íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ äåôîðìàöèîííîå óïðî÷íå-
íèå;   β(ϕ) – ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ âëèÿíèå óãëà ϕ ôàçû äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé,
îïðåäåëÿåìîãî ñîîòíîøåíèåì [17]:

,5,133cos 3
3 iI σ′=ϕ

ãäå 3I ′  – òðåòèé èíâàðèàíò äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé (äåòåðìèíàíò).
Ïðîöåññ àêòèâíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ (ñòàäèÿ Â) îïèñûâà-

åòñÿ çàêîíîì òå÷åíèÿ, àññîöèèðîâàííûì ñ ïîâåðõíîñòüþ òåêó÷åñòè (1), â âèäå:
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ij ε′ε′ && è  – óïðóãèå è ïëàñòè÷åñêèå êîìïîíåíòû òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé,
ïàðàìåòð λ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òåíçîðîì íàïðÿæåíèÿ óðàâíå-
íèþ òåêóùåé ïîâåðõíîñòè ïëàñòè÷íîñòè (1).

Õîðîøóþ àïïðîêñèìàöèþ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ó÷àñòêà äèàãðàììû äåôîðìè-
ðîâàíèÿ ðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ òèïà áåòîíîâ è ñêàëüíûõ ãîðíûõ ïîðîä ïðè ëó÷åâûõ
ïóòÿõ íàãðóæåíèÿ äàåò çàâèñèìîñòü [4]:
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Çäåñü  
0è TcTc σσ  – òåêóùèé è íà÷àëüíûé ïðåäåëû óïðóãîñòè (èíòåíñèâíîñòè íàïðÿ-

æåíèé) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì óðîâíå ïåðâîãî èíâàðèàíòà òåíçîðà íàïðÿæåíèé I è
óãëå ôàçû äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé ϕ; ei è ei0  – èíòåíñèâíîñòè äåâèàòîðà äåôîðìàöèé
äëÿ òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ è íà ïðåäåëå óïðóãîñòè );,(0 ϕσ ITc  Cp  – êîíñòàíòà àïïðîê-
ñèìàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíîé äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ.

Ïðè ó÷åòå ðåàëüíûõ èñòîðèé íàãðóæåíèÿ çàâèñèìîñòü ïðåäåëà òåêó÷åñòè îò
ïàðàìåòðà óïðî÷íåíèÿ ϑ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

),,(),(),,( 0 ϑω⋅ϕσ=ϕϑσ qII TcTc (3)
ãäå çà ïàðàìåòð óïðî÷íåíèÿ ϑ, êàê è â âûðàæåíèè (1), ïðèíèìàåòñÿ ïàðàìåòð Îäê-
âèñòà
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Çíà÷åíèå q(0, 0) = 1 â âûðàæåíèè (1) ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîé ïîâåðõíîñòè ïëàñ-
òè÷íîñòè. Âçàèìîñâÿçü ïàðàìåòðîâ ϑ è ϑ1 = ei – ei0 èç (2) ìîæíî óñòàíîâèòü, îñóùå-
ñòâëÿÿ óïðóãóþ ðàçãðóçêó íà äèàãðàììå äåôîðìèðîâàíèÿ èç ñîñòîÿíèÿ :),,( ϕϑσ ITc
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Ïîëàãàÿ äëÿ âñåõ âèäîâ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ «ïîäîáèå» êðèâûõ óïðî÷íå-
íèÿ [4], ôóíêöèþ óïðî÷íåíèÿ ïðè ïðèíÿòîé àïïðîêñèìàöèè äèàãðàììû äåôîðìè-
ðîâàíèÿ (3) çàïèøåì â âèäå:

.
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t * äîñòèæåíèÿ òåêóùåé ïîâåðõíîñòüþ ïëàñòè÷íîñòè ïîâåðõíîñòè ðàçðóøåíèÿ

0),( =σ eF ijf & , çàäàâàåìîé ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:

,0~~
)(

~),( 2 =−+σ
ϕ

+σ=σ ffi
f

iijf AIB
f
C

eF & (5)

ãäå f (ϕ) – ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ âëèÿíèå óãëà ϕ ôàçû äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé; Af ,
Bf , Cf  – ïàðàìåòðû ïîâåðõíîñòè ðàçðóøåíèÿ, çàâèñÿùèå îò ñêîðîñòè äåôîðìà-
öèé .e&

Ïðè äîñòèæåíèè òåêóùèì íàïðÿæåííûì ñîñòîÿíèåì ïîâåðõíîñòè ðàçðóøåíèÿ
(5) ïðåæäå, ÷åì áóäåò äîñòèãíóòî ñîñòîÿíèå ïëàñòè÷íîñòè (1), ðàçðóøåíèå îñóùå-
ñòâëÿåòñÿ õðóïêî ïðè ,0=ω&  ïðè ýòîì íàêîïëåííàÿ ìåðà ïîâðåæäåííîñòè ω èç (4)
ìîæåò áûòü ìåíüøå åäèíèöû. Õðóïêîå ðàçðóøåíèå âîçìîæíî ïðè ÍÄÑ, áëèçêîì ê
îäíîîñíîìó ðàñòÿæåíèþ. Çà êðèòåðèé óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ðàçðóøåíèÿ ïðèíèìà-
åòñÿ êðèòè÷åñêîå (ìàêñèìàëüíîå) çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïîâðåæäåííîñòè ω = 1.

Ðàñïîëîæåíèå ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè (1) â ïðîñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé îñóùå-
ñòâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííî ñ óðàâíåíèåì (5) ñ ó÷åòîì óðîâíÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî íà-
áëþäàåìûõ ïðåäåëüíûõ äåôîðìàöèé ïðè ðàçðóøåíèè. Óðîâåíü íàïðÿæåíèé, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ íà÷àëüíîìó ïðåäåëó òåêó÷åñòè, ñîñòàâëÿåò, ïî íåêîòîðûì ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûì äàííûì [18], âåëè÷èíó 0,3–0,5 îò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé íà ïðå-
äåëå ðàçðóøåíèÿ.

Ôóíêöèÿ âëèÿíèÿ âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ f (ϕ) óðàâíåíèÿ (5) ñòðîèòñÿ
êàê íåêîòîðàÿ èíòåðïîëÿíòà äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé óãëà ϕ, èñõîäÿ èç ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î íà÷àëüíûõ ïðåäåëàõ òåêó÷åñòè ñðåäû, íàïðèìåð äëÿ òàê
íàçûâàåìûõ ìåðèäèàíîâ ðàñòÿæåíèÿ è ñæàòèÿ 13cos ±=ϕ  [4]. Â ðàáîòå èíòåðïîëÿ-
öèîííàÿ ôóíêöèÿ f (ϕ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îòíîñèòåëüíîãî ïðåäåëà ïðî÷íîñòè
f (ϕ) = r/rc, ãäå r, rc – ïðåäåëû ïðî÷íîñòè äëÿ òåêóùåãî çíà÷åíèÿ óãëà ϕ ôàçû äåâèà-
òîðà íàïðÿæåíèé è äëÿ ϕ = π/3, ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîîñíîìó ñæàòèþ. Ñõåìàòè÷-
íîå èçîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòè ðàçðóøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé ïðåä-
ñòàâëåíî íà ðèñ. 2à, ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè ðàçðóøåíèÿ äåâèàòîðíîé ïëîñêîñòüþ –
íà ðèñ. 2á. Àíàëîãè÷íî çàäàåòñÿ è ôóíêöèÿ âëèÿíèÿ âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ
β(ϕ) äëÿ óðàâíåíèÿ (1).

Êîíñòàíòû Af , Bf , Cf , âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ (5), îïðåäåëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ÷å-
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ðåç îïûòíûå äàííûå î ïðåäåëàõ ïðî÷íîñòè ïðè îäíîîñíîì ñæàòèè σc, îäíîîñíîì
ðàñòÿæåíèè σp è äâóõîñíîì ñæàòèè σcc, äëÿ ÷åãî ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, âû-
òåêàþùàÿ èç (5) äëÿ òðåõ âèäîâ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ:
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ãäå a = σp/σc, b = σcc/σc; rp è r̂  – çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f (ϕ) ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè
è äâóõîñíîì ñæàòèè ñîîòâåòñòâåííî. Ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëÿåìûå ïàðàìåòðû
σc, σp è σcc ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ñêîðîñòè äåôîðìàöèé .e&

Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû Ap, Bp, γ ïîâåðõíîñòè ïëàñòè÷-
íîñòè (1), à â êà÷åñòâå õàðàêòåðíûõ òî÷åê ìîãóò áûòü âçÿòû ñîñòîÿíèÿ îäíîîñíîãî è
äâóõîñíîãî ñæàòèÿ è ÷èñòîãî ñäâèãà.

Ïåðåõîä îò ñîñòîÿíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ (ñòàäèÿ B) ê ñî-
ñòîÿíèþ ñðåäû ñ ïîëíîñòüþ íàðóøåííîé ñòðóêòóðíîé ïðî÷íîñòüþ (ñòàäèÿ C)
ñîïðîâîæäàåòñÿ íåðàâíîâåñíîé ðåëàêñàöèåé íàïðÿæåíèé ñ ïîâåðõíîñòè (5) íà ïî-
âåðõíîñòü òåêó÷åñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâåäåíèþ ôðàãìåíòèðîâàííîãî ìàòåðèà-
ëà – ñòàäèÿ BC. Íà îñíîâå ðåêîìåíäàöèé ìåæäóíàðîäíîé îðãàíèçàöèè ïî áåòîíó
ÅÊÁ [13] íà ðèñ. 3 ïðèâåäåí ñõåìàòè÷íûé âèä ðàñ÷åòíûõ äèàãðàìì äåôîðìèðîâà-
íèÿ áåòîíà. Âàðèàíòû íèñïàäàþùåé (íåðàâíîâåñíîé) âåòâè äèàãðàììû äåôîðìè-
ðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ìàëîé, ñðåäíåé è âûñîêîé ñêîðîñòè ïðîòåêàíèÿ ïðîöåñ-
ñà ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèé, ïîìå÷åíû íà ðèñ. 3 öèôðàìè 1, 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîâåäåíèå ðàçðóøåííîãî ìàòåðèàëà (ñ ïîëíîñòüþ íàðóøåííîé ñòðóêòóðíîé
ïðî÷íîñòüþ) îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ òå÷åíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû ñ íóëåâûì
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ñîïðîòèâëåíèåì âñåñòîðîííåìó ðàñòÿæåíèþ [19]:
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ãäå Bpf , γf  – ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëÿåìûå ïàðàìåòðû. Îäíèì èç âîçìîæíûõ
ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ Bpf , γf  ÿâëÿþòñÿ ýêñïåðèìåíòû ïî ïîâòîðíîìó
íàãðóæåíèþ îáðàçöîâ ðàçðóøåííîãî (ôðàãìåíòèðîâàííîãî) ìàòåðèàëà â îáîéìå ñ
ïîìîùüþ ðàçðåçíîãî ñòåðæíÿ Ãîïêèíñîíà – Êîëüñêîãî [20].

Âåðèôèêàöèÿ ìîäåëè ïðîâåäåíà ïóòåì ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ êîìïüþòåðíîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ [21, 22] ñ äàííûìè ýêñïåðèìåíòîâ ïî ïðîíèêàíèþ æåñòêèõ óäàðíè-
êîâ ñ îæèâàëüíîé ôîðìîé ãîëîâíîé ÷àñòè ìàññîé îêîëî 13 êã ïðè ñêîðîñòÿõ óäàðà
200–460 ì/ñ â áåòîííûå ìèøåíè ðàçíîé ïðî÷íîñòè. Â õîäå ýêñïåðèìåíòîâ [23] çà-
ìåðÿëèñü ôèíàëüíûå ãëóáèíû ïðîíèêàíèÿ è âåëè÷èíà ïåðåãðóçêè óäàðíèêà. Çàìåò-
íîãî èñêàæåíèÿ îñòàòî÷íîé ôîðìû óäàðíèêîâ â áîëüøèíñòâå ýêñïåðèìåíòîâ íå íà-
áëþäàëîñü. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ñîóäàðåíèÿ ïðîèçâîäèëîñü ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà Upsgod [24], â ðàìêàõ êîòîðîãî îñóùåñòâ-
ëåíà êîìïüþòåðíàÿ ðåàëèçàöèÿ îïèñàííîé ìîäåëè äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ.

Ðèñóíîê 4 èëëþñòðèðóåò ñîîòâåòñòâèå ðàñ÷åòíûõ âåëè÷èí ïåðåãðóçîê g  óäàð-
íèêîâ ïðè âíåäðåíèè â áåòîí ìåíüøåé (êðèâàÿ 1) è áîëüøåé ïðî÷íîñòè (êðèâàÿ 2) ñ
ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷å-
íèé ôèíàëüíûõ ãëóáèí ïðîíèêàíèÿ d óäàðíèêîâ â áåòîí ìåíüøåé ïðî÷íîñòè (êðè-
âàÿ 1) è â áåòîí áîëüøåé ïðî÷íîñòè (êðèâàÿ 2) ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 5. Øòðèõîâîé
ëèíèåé îáîçíà÷åíà ãëóáèíà ïðîíèêàíèÿ ïî ýìïèðè÷åñêîé ôîðìóëå Ôîððåñòîëà [23].
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Ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ìîæíî ñäåëàòü íåêîòîðûå âûâîäû:
1. Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ ðàçíî-

ñîïðîòèâëÿþùèõñÿ ìàòåðèàëîâ ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü îñíîâíûå ýôôåêòû óäàðíîãî
íàãðóæåíèÿ ìèøåíåé. Ó÷èòûâàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåííûå òåíäåíöèè è êîð-
ðåëÿöèîííûå ñâÿçè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ êîíñòàíò è ïàðàìåòðîâ ðàçíîñîïðîòèâ-
ëÿþùèõñÿ ñðåä ïðè äèíàìè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè è ðàçðóøåíèè, êàëèáðîâêó ïðåä-
ëîæåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìîæíî ïðîèçâåñòè ïóòåì ïîäáîðà îãðàíè÷åííî-
ãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ (3–5 ïàðàìåòðîâ).

2. Àíàëèç ðåøåíèÿ çàäà÷ âíåäðåíèÿ æåñòêèõ ìàëîäåôîðìèðóåìûõ óäàðíèêîâ â
ìèøåíè èç áåòîíà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàêñèìóì ïåðåãðóçîê äîñòèãàåòñÿ íà íà÷àëüíîé
ñòàäèè ïðîíèêàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëíîìó âíåäðåíèþ ãîëîâíîé ÷àñòè óäàðíè-
êà â ïðåãðàäó. Íà ýòîé æå ñòàäèè ôîðìèðóåòñÿ õàðàêòåðíàÿ ñòðóêòóðà ïîâðåæäåíèé
ìàòåðèàëà ïðåãðàäû.
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A MODEL OF DYNAMIC DEFORMATION AND FAILURE
OF HETERO-RESISTANT MATERIALS UNDER INTENSIVE IMPACT LOADING

S.A. Pirogov

A mathematical model describing the main stages of dynamic deformation and failure of hetero-
resistant media, such as concretes, rocks and semi-rocks, under intensive impact loading is presented.
The relations are based on the laws of flow of elastoplastic media in which plastic potential equations
(yielding surface), failure surface and flow surface of a fragmented (fractured) material depend on
the average stress, stress tensor intensity, phase angle of the stress deviator (type of the stressed-
strained state), strain rate, and the damage parameter. The model is verified by comparing the
calculated values of overloading and of the final penetration depths for rigid strikers penetrating
into concrete obstacles of various strengths with the impact velocities of 200-460 m/s with the
results of realistic experiments.

Keywords: hetero-resistant materials, mathematical model, dynamic failure, penetration, concrete,
rocks.


