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АППРОКСИМАЦИЯ МНОЖЕСТВА ПАРЕТО
В БИКРИТЕРИАЛЬНЫХ ЗАДАЧАХ ОПТИМАЛЬНОГО
ПРОЕКТИРОВАНИЯ МЕХАНИЧЕСКИХ КОНСТРУКЦИЙ

М.В. Маркина
Нижегородский госуниверситет им. Н.И. Лобачевского

Представлен численный метод решения бикритериальных многоэкстре-
мальных задач с ограничениями, аппроксимирующий множество Парето с
заданной точностью. Метод основан на информационно-статистическом под-
ходе к глобальной оптимизации. Его применение продемонстрировано на тес-
товых примерах и решении бикритериальной задачи оптимального проекти-
рования передней подвески автомобиля.

Ключевые слова: многокритериальная оптимизация, множество Парето,
информационно-статистический подход, оптимальное проектирование.

Введение

К проектируемым конструкциям часто предъявляются противоречивые требо-
вания. Например, проектируемый объект должен иметь минимальную массу, быть
технологичным, удовлетворять требованиям прочности и устойчивости, создавать
минимальное сопротивление, обеспечивать заданную подъемную силу, простоту и
экономичность эксплуатации и т.д. Такая многокритериальная формулировка зада-
чи сильно усложняет ее решение. Большинство существующих методов решения
многокритериальных задач позволяют находить одно решение оптимальное по
Парето при фиксированных параметрах метода. Новизна предложенного подхода
заключается в аппроксимации множества эффективных решений многокритериаль-
ной задачи за один проход работы метода.

1. Постановка задачи
Рассмотрим одномерную задачу векторной оптимизации:

}.1 ,0)(],,[{,min))(),(( 21 mjxgbaxDxfxf jDx
≤≤≤∈=→

∈
(1)

Функции mjxgixf ji ≤≤≤≤ 1  ),(  ,21  ),( , должны удовлетворять условию
Липшица и могут быть многоэкстремальными.

В качестве решения задачи принимается множество эффективных по Парето
точек. Допустимая точка x* является оптимальной по Парето, если среди всех то-
чек, принадлежащих области допустимых решений D, нет ни одной точки x, кото-
рая доминировала бы над точкой x*, т.е. для критериев выполняются неравенства
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,2,1),()( * =≤ ixfxf ii

причем как минимум одно из неравенств является строгим.
Точки из множества Парето не могут сравниваться по векторному критерию

эффективности. Для любых двух Парето-оптимальных точек x* и x** нельзя улуч-
шить ни одного из частных скалярных критериев, не ухудшая значение хотя бы
одного из оставшихся критериев.

Множество Парето является подмножеством множества слабо эффективных
точек (множества Слейтера). Допустимая точка x* является оптимальной по Слей-
теру, если не существует решения Dx∈ , такого, что

.21),()( ≤≤< ∗ ixfxf ii

Множество Парето, отображенное в пространство критериев эффективности, на-
зывается областью компромиссов.

Выбор единственного решения из множества Парето осуществляется лицом,
принимающим решение (ЛПР). С точки зрения ЛПР возможны три подхода к ре-
шению многокритериальной задачи. При этом соглашение о компромиссе прини-
мается ЛПР в первом подходе − до решения задачи (например путем задания весо-
вых коэффициентов свертки критериев); во втором подходе − в процессе решения
задачи (человеко-машинная процедура принятия решения, например задание усту-
пок в методе последовательных уступок); в третьем подходе − после решения зада-
чи. В этом случае в процессе решения строится большое число точек Парето, как
можно более равномерно распределенных в пространстве критериев эффективнос-
ти. ЛПР выбирает одну из полученных Парето-точек, имея полную информацию.

Далее предлагается алгоритм решения многокритериальных задач, основан-
ный на третьем подходе.

Известно, что задача (1) может быть заменена задачей

).)};({min[},)(;:)(min{ 112 +∞∈≤∈
∈

xfqqxfDxxf
Dx

(2)

В [1−3] приведено доказательство того, что решение задачи (2) при некотором
фиксированном q является слабо эффективным решением задачи (1). Для получе-
ния множества слабо эффективных решений необходимо решить задачи с различ-
ными значениями q, причем для получения какой-либо Парето-точки традицион-
ными методами приходится каждый раз решать новую задачу.

В настоящей работе предлагается решать несколько различных задач вида (2)
одновременно, используя информационно-статистический подход к решению за-
дач оптимизации [4−9].

2. Одномерный алгоритм оценки множества эффективных решений
бикритериальных многоэкстремальных задач с невыпуклыми
ограничениями

В представленном ниже алгоритме одновременно решается сразу несколько
задач с разными параметрами q. Множество предельных точек алгоритма аппрок-
симируют множество Слейтера. Точность аппроксимации задается шагом h, кото-
рый рекомендуется выбирать из условия )( min

1
max

1 ffh −< , где max
1f  и min

1f  − со-
ответственно наибольшее и наименьшее значение 1-го критерия. Вариант форми-
рования набора параметров q может быть следующим:

^

^
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....,,2,1, min
101 fqihqq ii ==+= − (3)

Каждая итерация алгоритма включает определение индекса 1)(1 +≤ν≤ mxi  точки
)1( kixi ≤≤ , равного номеру первого нарушенного ограничения. Если
1)( +<ν mxi , то точке испытания xi соответствует значение )( ii xgz ν= . Если
1)( +=ν mxi , (т.е. все ограничения вида 0)( ≤xgi  выполняются), то в точке испы-

тания xi вычисляются значения критериев 21  ),( ≤≤= jxfz ijji .
Граничным точкам присваиваются нулевые индексы, значения функций в них

не вычисляются. Выбор точки 2,1 ≥+ kxk , любой следующей итерации определя-
ется правилами:

1) точки kxx ...,,1  предшествующих итераций перенумеровываются нижними
индексами в порядке возрастания координаты, то есть

;... 110 bxxxxxa kki =<<<<<= + (4)

2) определяются множества

)},(,1:{},1,0{0 ixkiiIkI ν=ν≤≤=+= ν (5)

содержащие номера всех точек, индекс которых равен ν; множества

,11},...{ 10 +≤ν≤= −νν mIIS UU (6)

содержащие номера всех точек, индексы которых меньше ν; множества

,11},...{ 11 +≤ν≤= ++νν mIIT mUU (7)

содержащие номера всех точек, индексы которых больше ν;
3) вычисляются максимальные абсолютные значения относительных первых

разностей:
если 01 =+mI , то
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если 01 ≠+mI , то вычисляются как νµ′ , так и jµ , где
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причем в случаях когда мощность 2<νI  или )( jµµ′ν  )11( +≤ν≤ m  оказываются
равными нулю, принимается, что )1( 1 =µ=µ′ν j ;

4) для всех непустых множеств )1( mI ≤ν≤ν  определяются величины





=∈

≠
=

νν

ν
ν ;0},:min{

;0,0*

TIiz
T

z
i

(10)

5) каждой точке )1( kixi ≤≤ , индекс которой mxi >ν )( , сопоставляется век-
тор ),( 21

iii qqq = , где
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6) для каждого интервала )11(),( 1 +≤≤− kixx ii  вычисляется характеристика
R(i) (r > 1 − параметр метода), причем если mxx ii ≤νν − )}(),(max{ 1 , то

















ν<ν
µ′
−

−−

ν<ν
µ′
−−−

ν=ν
µ′

−+
−

−µ′
−

+−

=

−
ν

ν−
−

−
ν

ν
−

−
ν

ν−

−ν

−
−

),()(,)(4)(2

),()(,)(4)(2

),()(,)2(2
)()(

)()(

)(

1

*
1

1

1

*

1

1

*
1

2
1

2

2
1

1

ii
i

ii

ii
i

ii

ii
ii

ii

ii
ii

xx
r

zzxx

xx
r

zzxx

xx
r

zzz
xx

zzxx

iR (12)

в противном случае
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где
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7) определяется интервал ),( 1 tt xx − , имеющий максимальную характеристику,
то есть

};11:)(max{)( +≤≤= kiiRtR (15)

8) осуществляется очередная итерация в точке
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где )(tR j  − характеристика, рассчитанная с использованием значения j-го критерия.
Алгоритм можно дополнить условием остановки (по заданной точности 0>ε ),

прекращающим итерации при выполнении неравенства

.1 ε≤− −tt xx (17)

3. Достаточные условия сходимости алгоритма
Пусть
1) множество S(q) есть множество решений задачи (2) при некотором наборе

параметров q;
2) функции mibaxxg iii ,...,1],,[),( =∈ , допускают липшицевы с соответству-

ющими константами g
iK  продолжения ],[),( iii baxxG ∈ , т.е. ),()( xGxg ii =

;1],,[ mibax ii ≤≤∈
3) функции f1(x), f2(x), определенные в непустой допустимой области D, также

допускают липшицевы с соответствующими константами K1, K2 продолжения
),(xFj  ];,[ bax∈

4) начиная с некоторого шага, для величин j
νµ , µj из (8), (9), параметра r алго-

ритма и констант Липшица ,g
iK  K1, K2 справедливо

2.  1   ,2;  1   ,2 ≤≤>µ≤≤>µν jKrmiKr jj
g
i

i (18)

Тогда множество предельных точек последовательности {xk}, порождаемой опи-
санным алгоритмом при точности ε = 0 в условии остановки (17), содержит в себе
множество Sq [10].

4. Тестовый пример работы одномерного алгоритма
Программная реализация метода выполнена на языке С++ в среде Visual Studio.

С помощью созданной программы была решена задача min,))(),(( 21 →xfxf  где

)).1,0(6sin(1220)()),16sin(1220()( 21 +π+=+−= xxxfxxxf

Шаг аппроксимации h = 8; точность в условии остановки ε = 0,0001.
На рис. 1 представлены графики функций, точки испытаний и отобранные из

них эффективные по Парето точки. Общее число испытаний − 92. Число отобран-
ных из них эффективных точек − 31.

На рис. 2 представлено распределение паретовских точек в области критериев.
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5. Редукция размерности пространства
Возможный подход к численному анализу многомерных задач вида (2) состоит

в сведении их к эквивалентным задачам с помощью однозначных непрерывных
отображений отрезка [0, 1] вещественной оси на n-мерный гиперинтервал D. Под-
робное исследование свойств таких отображений и алгоритмов их построения со-
держится в [4].

Указанная схема редукции сопоставляет многомерной липшицевой с констан-
той L функции Df ∈yy),( , одномерную функцию ]1,0[)),(()( ∈= xxyfxF ,
удовлетворяющую равномерному условию Гельдера

,]1,0[,,|)(||)()(| 21/12121 ∈−≤− xxxxKxFxF n (19)

с коэффициентом 2/14LnK ≤ .

Рис. 1
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6. Тестовый пример работы многомерного алгоритма
Была решена задача min,)),(),,(( 212211 →xxfxxf  где

,
21024
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xxxxxxf ++−=
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Шаг аппроксимации h = 1. На рис. 3,а представлены точки испытаний в про-
странстве критериев. Общее число испытаний − 300. Число отобранных из них
эффективных точек − 32. На рис. 3,б представлено множество возможных значений
критериев (множество векторных оценок).

7. Решение бикритериальной задачи оптимизации передней подвески
автомобиля с ограничениями на максимальные динамические прогибы
рессоры, нормальные и касательные напряжения

Рассмотрим математическую модель передней подвески автомобиля и резуль-
таты двухкритериальной задачи ее оптимизации. Расчетная схема подвески пред-
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ставлена на рис. 4: Ca − жесткость амортизатора (телескопического), f − стрела про-
гиба рессоры, l − длина рессоры (соединена с рамой через шарниры), ∆ − неизменя-
ющаяся величина резинового буфера, P1 = P1(t) − заданная нагрузка.

При постановке задачи оптимизации необходимо выбрать управляемые параме-
тры, критерии эффективности, функциональные ограничения, область поиска, алго-
ритм оптимизации.

Управляемые параметры. В качестве модели рессоры выберем стальную бал-
ку постоянного поперечного сечения, а в качестве управляемых параметров рас-
смотрим ширину x1 = b и высоту x2 = h балки.

Критерии эффективности. В качестве первого критерия примем функцию   мас-
сы материала рессоры как балки постоянного поперечного сечения, то есть

,),( 21211 xxlxxf ⋅⋅⋅ρ= (20)

где ρ − удельная объемная плотность материала рессоры. При оптимизации рессо-
ры функцию f1 следует минимизировать.

В качестве второго критерия примем функцию минимального значения часто-
ты собственных колебаний балки-рессоры, то есть

)},,(min{),( 21212 xxwxxf k=′ (21)

где ),( 21 xxwk  − функция собственной частоты k-й формы колебаний рессоры.
Уравнение колебаний имеет вид

,0)()( 2
2

2
=ω+ tw

dt
twd

(22)

где w(t) − функция прогибов, ω − частота колебаний:

,/2 Tπ=ω (23)

T − период гармонических колебаний.
Согласно теории колебаний минимальная частота собственных колебаний бу-

дет равна:

),,(),( 21212 xxxxf ω=′ (24)

где

,)),(/(1),( 2121 xxMxx δ=ω (25)

Рис. 4
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где M − эквивалентная масса, приходящаяся на рессору:

,1
g
PM = (26)

)(max 11 tPP
t

= , g − ускорение свободного падения, ),( 21 xxδ  − податливость рессо-
ры (определяется прогибом балки-рессоры от действия силы P1 = 1). Для двух-
опорной балки с постоянным поперечным сечением имеем [8, 9]:

,
),(48

),(
21

3

21 xxEJ
lxx
x

=δ (27)

где E − модуль упругости материала, 12/3
21xxJ x =  − момент инерции сечения. Функ-

ция 2f ′  примет вид:

.4),( 3
1

3
21

212 lP
xEgxxxf =′ (28)

Из физических соображений при проектировании необходимо 2f ′  максимизи-
ровать. Поэтому при использовании алгоритма минимизации функций в качестве
второго критерия примем

).,(),( 212212 xxfxxf ′−= (29)

Функциональные ограничения. В качестве ограничений рассмотрим ограниче-
ния на максимальные динамические прогибы рессоры, нормальные и касательные
напряжения с учетом кривой усталости.

Запишем ограничения на максимальные динамические прогибы в размерной
форме:

∆−≤ fxxw ),(max 21 (30)

и в безразмерной (канонической, стандартной) форме:

,0),( 211 ≤xxg

где

.1),(max),( 21
211 −








∆−

=
f

xxwxxg (31)

Дифференциальное уравнение изгиба упругой балки постоянного сечения имеет
вид:

.0)(
4

4
=

dz
zwd

(32)

Общий интеграл (32) записывается в форме

.
62

)( 3020
00 z

EJ
Qz

EJ
Mzwzw

xx
++θ+= (33)

где w0 − прогиб в начале координат; θ0 − поворот сечения в начале координат:
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θ0 = 0; M0 − внутренний изгибающий момент в начале координат: M0 = P1l/4; Q0 −
перерезывающая сила в начале координат: Q0 = P1/2.

С учетом заданной нагрузки P1 и жесткости Ca имеем

.
48 3

3
1

0 lCEJ
lPw

ax +
= (34)

Учитывая эту зависимость и пренебрегая значением Ca, максимальное дина-
мическое перемещение в размерной форме примем в виде

,
4 3

21

3
1 ∆−≤ f

xEx
lP

(35)

а функцию первого ограничения представим в форме

.1
)(4

),( 3
21

3
1

211 −












∆−
=

xxfE
lPxxg (36)

Ограничение на максимальное нормальное динамическое напряжение с уче-
том работы рессоры на периодическую нагрузку )(1 tP  необходимо сформировать с
учетом характера распределения нормальных напряжений σ и кривой усталости.
Предельное напряжение (предел усталости) при симметричном цикле нагружения
согласно [10, 11] задается соотношениями

,,][ 11 n
Tσ=σσ=σ −− (37)

σT − предел текучести, n − коэффициент запаса.
Максимальные нормальные напряжения определяются согласно формуле

,
),(

max),(max
21

21 xxw
Mxx

x
=σ (38)

где wx − момент сопротивления:

,
6

2
21xxwx = (39)

.
4

max 1lPM = (40)

Ограничение на нормальные динамические напряжения в размерной форме:

],[),(max 21 σ≤σ xx (41)

.5,1
12

21

1
−σ≤xx

lP
(42)

Каноническая форма ограничения имеет вид

,0),( 212 ≤xxg

где .1)]/(5,1[),( 2
2111212 −σ= − xxlPxxg
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Ограничение на максимальное касательное динамическое напряжение примет
вид

].[),(max 21 τ≤τ xx (43)

Из сопротивления материалов известно, что

,
2
3max 0

F
Q

=τ (44)

где F − площадь поперечного сечения:

,21xxF = (45)

].[577,0][ σ=τ (46)

Тогда ограничение (43) примет вид

,577,075,0
1

21

1
−σ≤

xx
P

(47)

или в канонической форме

,0),( 213 ≤xxg (48)

где 1)]/(2998,1[),( 2111213 −σ= − xxPxxg .
Область поиска определяется конструктивными ограничениями:

}.1,:{ nixxx iii ≤≤≤≤=Π +−x (49)

Согласно теории изгибаемых балок размер поперечного сечения не должен пре-
вышать 1/(5l). Следовательно, справедливо принять

.
5
1,

5
1

21 l
x

l
x == ++ (50)

Исходные данные: l = 1,75 м; f = 0,109 м; ∆  = 0,01 м; P1 = 15500 H; E = 2·1011 Па,
ρ = 7800 кг/м3, σT = 2,8·108 Па, n = 2; 8

1 104,1][ ⋅=σ=σ −  Па.
Численные результаты. Общее число испытаний − 350. Получены 55 эффек-

тивных по Парето точек при шаге аппроксимации h = 50. На рис. 5 эти точки пред-
ставлены в пространстве критериев ( max),(  min,),( 212211 →→ xxfxxf ).

Рис. 5
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Возможные допустимые точки (активным является ограничение 0),( 212 ≤xxg )
представлены на рис. 6.
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PARETO-SET APPROXIMATION IN BICRITERION OPTIMAL
 DESIGN PROBLEMS OF MECHANICAL CONSTRUCTIONS

M.V. Markina

A numerical method approximating Pareto-set with a given accuracy for the solution of bicriterion
multiextreme problems with constraints is presented. The method is based on information-statistical
approach to global optimization. The application of the method is shown on the test examples and
bicriterion problem of optimal design of the front suspension of the car.

Keywords: multicriterion optimization, Pareto-set, information-statistical approach, optimal design.


