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ГРАНИЧНО-ЭЛЕМЕНТНЫЙ АНАЛИЗ
ДИНАМИЧЕСКОЙ ОСАДКИ ПОРОУПРУГОЙ КОЛОННЫ*)

А.В. Аменицкий, А.А. Белов, Л.А. Игумнов
НИИ механики Нижегородского госуниверситета им. Н.И. Лобачевского

С помощью метода граничных элементов анализируется решение задачи
динамической осадки пороупругой колонны. Рассматривается модель пористой
среды Био. Продемонстрирован эффект перестройки отклика перемещений
для полной модели Био на отклик перемещений для несжимаемой модели Био.

Ключевые слова: трехмерная пороупругость, динамика, граничные
интегральные уравнения, граничный элемент.

Введение
Математическое моделирование пористых насыщенных жидкостью (газом) сред

имеет более чем 90-летнюю историю. Сложности описания эффектов взаимодейст-
вия фаз, фазовых переходов, теплообмена и т.п. не позволяют построить для них
общепринятую модель. Существенные упрощения: отсутствие фазовых переходов,
температурных эффектов и пр. − дают, тем не менее, модель среды, существенно
усложненную по сравнению с однородной упругой или вязкоупругой моделью. Это
вызвано способностью жидкости втекать или вытекать в любую область, форми-
руемую порами, что является принципиальным отличием пористой среды от упру-
гой. Отмеченное явление особенно важно при рассмотрении волновых процессов.
В таких задачах по мере роста частоты колебаний возрастает вклад динамического
поведения жидкости, что значительно усложняет модель среды.

Теория Био [1−3] является расширением классической теории упругости на
случай двухфазной среды вследствие дополнительных параметров, учитывающих
взаимодействие фаз. Теория Био не только качественно, но и количественно пра-
вильно предсказывает скорости, амплитуды и частотную зависимость затухания
всех трех типов волн в различных насыщенных пористых средах. Наиболее важные
волновые эффекты, найденные в рамках теории Био, согласуются с эксперименталь-
ными данными.

Статья посвящена применению метода граничных интегральных уравнений
(ГИУ) к распространению волн в пороупругих телах. Метод ГИУ рассматривается
в сочетании с методом граничных элементов (МГЭ). Из аналогичных исследований
отметим [3−5].

ПРОБЛЕМЫ ПРОЧНОСТИ И ПЛАСТИЧНОСТИ, вып. 72, 2010 г.

*) Выполнено в рамках реализации ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры иннова-
ционной России» на 2009−2013 годы, Программы государственной поддержки ведущих
научных школ России (проект НШ-4807.2010.8), а также при поддержке РФФИ (проект 10-
08-01017-а).
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1. Математическая модель пороупругой среды
Система дифференциальных уравнений в преобразованиях Лапласа (параметр

s) для смещения iu~  и порового давления p~  записывается в виде [4]:
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где G, K − константы упругости; φ − пористость, k − проницаемость, α − эффектив-
ный коэффициент напряжений; ρ, ρa, ρf  − плотности пористого скелета, присоединен-
ной массы и жидкой среды; aFi

~,~  − плотности источников.

2. Граничные интегральные уравнения
Интегральное представление прямого подхода имеет вид:
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Компоненты матриц − ядер интегрального представления − можно найти в [4, 6].
Ядра интегральных представлений допускают следующее выделение особен-

ностей:
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Итоговая система ГИУ примет вид:
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На основе этой системы строится дискретный аналог, детальное описание которого
можно найти в [7].
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3. Гранично-элементная дискретизация
Чтобы ввести ГЭ-дискретизацию, рассматриваем регуляризованное уравнение:
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Матрица − ядро 0~
ikT  − образована слагаемыми компонент, содержащих осо-

бенности. Базовый процесс ГЭ-дискретизации состоит в разбиении поверхности Γ
на граничные элементы: четырехугольные и треугольные восьмиузловые биквадра-
тичные элементы. Связь локальной и глобальной систем координат ξ  = (ξ1, ξ2), y =
= (y1(ξ), y2(ξ), y3(ξ)) записывается через функции формы N 

i(ξ):
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где β(k, l) − глобальный номер узла, имеющего в k-м элементе локальный номер l.
Далее определяется естественный базис, метрический тензор и единичная нор-

маль на элементе. Неизвестные граничные поля )~,~( tυ  интерполируются через узло-
вые значения.

Для получения дискретного аналога ГИУ применяем метод коллокации. В ка-
честве узлов коллокации y 

m выбираются узлы аппроксимации исходных гранич-
ных функций. В итоге формируется система линейных алгебраических уравнений.
Коэффициенты дискретных аналогов имеют особенности, что определяет специфику
вычислительного процесса. Регулярный интеграл вычисляется на основе квадра-
турной формулы Гаусса. Для интегралов с особенностью используется прием ее
устранения.

Для решения ГИУ по времени использован следующий алгоритм. Пусть имеем
интеграл:
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тогда можно построить квадратурную формулу:
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где q  − изображение по Лапласу функции q.
Спецификой алгоритма является то, что оригинал искомой функции y(t) строится

на основе теоремы об интегрировании оригинала для g(t).
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4. Численные результаты
Решена задача моделирования действия скачка давления t2 = 1 Н/м2 на торец

пороупругого призматического тела со следующими параметрами материала:
K = 2,1.108 Н/м2, G = 9,8.107 Н/м2, ρ = 1884 кг/м3, φ = 0,19, Ks = 1,1.1010 Н/м2, ρf =
= 1000 кг/м3,   Kf = 3,3.109 Н/м2, k = 3,55.10−9 м4/(Н.с).

Гранично-элементная сетка состоит из 504 элементов. Результаты расчетов пере-
мещений и давлений приведены соответственно на рис. 1, 2.

Расчеты, приведенные на рис. 1, показывают, что со временем отклик перемеще-
ний выходит на значение, соответствующее перемещению несжимаемой модели
Био [8]: )/(2

ff φρ+ρρφ≈β α  при ∞→k . Колебания соответственно происходят
около этого значения, равного 2,93.10−8 м.
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THE BOUNDARY-ELEMENT ANALYSIS OF THE DYNAMIC SETTLING
OF A POROELASTIC COLUMN

A.V. Amenitsky, A.A. Belov, L.A. Igumnov

The problem of dynamic settling of a poroelastic column is analyzed using BEM. Biot's model of
a porous medium is considered. The effect of the changes in the displacement response in complete
Biot's model on the displacement responce in simplified Biot's model is demonstrated.

Key words: 3-D poroelasticity, dynamics, boundary integral equations, boundary element.


