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УДК 539.3

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ГРАНИЧНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ ДЛЯ АНАЛИЗА ЗАДАЧ ТРЕХМЕРНОЙ
ДИНАМИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ТЕРМОУПРУГОСТИ*)

Л.А. Игумнов, С.Ю. Литвинчук, В.П. Пазин
НИИ механики Нижегородского госуниверситета им. Н.И. Лобачевского

Рассматривается трехмерная математическая теория термоупругости. Для
анализа соответствующих начально-краевых задач выписаны граничные ин-
тегральные уравнения и гранично-элементная схема их решения. Особое вни-
мание уделено граничным интегральным уравнениям для анализа задачи рас-
сеяния открытой поверхностью термоупругого поля в трехмерном простран-
стве.

Ключевые слова: трехмерная термоупругость, динамика, граничные
интегральные уравнения, граничный элемент, рассеяние волн.

Введение
Математическая теория термоупругости систематично изложена в работах Куп-

радзе [1], Leis [2] и Nowacki [3]. Начиная с работ Био [4, 5] отмечается аналогия
между теориями термо- и пороупругости. Становление применения метода гранич-
ных интегральных уравнений к анализу трехмерных задач динамики теории уп-
ругости и термоупругости показывает монография [1]. Вслед за В.Д. Купрадзе [1]
методы теории потенциала для замкнутых областей разрабатывались в статьях [6,
7]. Гранично-элементное моделирование этих задач началось с решения второй
основной задачи теории упругости на основе шаговых схем (применений локальных
сплайн-аппроксимаций по времени) [8]. Гранично-элементные решения задач
термоупругости появились позднее [9, 10]. В последние десятилетия разрабатывался
метод двойного применения теоремы взаимности [11] для анализа задач термо-
упругости. Отметим, что на основе классических граничных интегральных уравне-
ний (ГИУ) можно построить шаговую гранично-элементную схему (ГЭ-схему),
пример построения которой для уравнений теплопроводности имеется в [12]. Такая
схема приведена в соответствующем разделе настоящей статьи. Применение метода
ГИУ и метода граничных элементов (МГЭ) к анализу динамических задач пороупру-
гости имеет свою историю [13−15]. Среди последних работ отметим [16−18]. Кроме
того, задачи, связанные с рассеянием волн очень тонким препятствием, приобрели
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особую важность (например, неразрушающий контроль и т.п.), в настоящей статье
представлены ГИУ для трехмерных задач термоупругого рассеяния открытой по-
верхностью типа экран. При этом рассеянное поле удовлетворяет определяющему
уравнению сопряженной системы Био для термоупругих колебаний в сочетании с
граничными условиями на экране. Во всех случаях предполагается выполнение
условий асимптотического излучения Купрадзе на бесконечности. Отметим, что в
работах [19−21] исследовалось термоупругое рассеяние замкнутым включением.
Исследование рассеяния от открытой поверхности, как это было отмечено в работах
[22−30], представляет существенные вычислительные трудности. При рассмотрении
задачи о рассеянии выбрана слабая модель на основе формулы Грина.

1. Математическая модель

Рассмотрим область 3R⊂Ω  с границей Ω∂  как однородную изотропную тер-
моупругую среду типа Био, которая характеризуется константами Ламе λ, µ, плотно-
стью ρ, коэффициентом тепловой диффузии χ и константами сопряжения γ и η.

Модель начально-краевых задач имеет вид:
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где 3
321 ),,( Rxxxx ∈= , ),,( 321 uuuu =  − вектор смещений, θ − температура среды,

точка над функцией обозначает дифференцирование по времени.
После применения интегрального преобразования Лапласа по переменной вре-

мени t в (1) система уравнений термоупругости запишется в виде:
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где p − параметр преобразования Лапласа. В символической форме записи получаем
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I3 − трехмерная единичная матрица. Обозначим q = p/χ. Запишем краевые условия:

,)(,,)(, σΩ∂∈=Ω∂∈=υ xqtxy u

,))(,()())(,( υ=υ∇=θγ−∇Τ= nPxnPxnuxnt

где ))(,( xn∇Τ  − оператор напряжений классической теории упругости; n(x) −
нормаль к площадке, содержащей точку x.

Пусть справедливо
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,0)()( 2 =θ+∆ xk j
j      (j = 1, 2,  по i, j нет суммирования),
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Решение )(xυ  систем (1), (2), следуя [1], представим в виде:
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Фундаментальное решение

δ=∇ 4),( IUpL

в форме записи (3)
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Для ε<−= yxr  можем записать оценку:

 ,4,1,,),( 1 =≤ − kjcryxUkj  константа .0>c

Также справедливо, как показано в [1], что при ∞→− yx

),|(|)(),|(|)(),|(|)( 121 −−− =θ=∇= xoxxOxuxoxu j
j
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Такое поведение регулярных и фундаментальных решений позволяет построить
сингулярные ГИУ, выделить в них особенности и на основе регуляризованных ГИУ
построить ГЭ-схему.

2. Граничные интегральные уравнения
Получим интегральные представления и ГИУ на основе формулы Грина. Пусть

uu,  − регулярные трехмерные векторы, где ),( θ=υ u  − решение (1). Можем запи-
сать следующее тождество [1]:
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После преобразований получим формулу Грина для термоупругости
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Аналог теоремы взаимности для термоупругости записывается в виде:
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После преобразований интегральное представление решения для прямой фор-
мулировки будет иметь вид:
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Запишем интегральное представление для случая решения задачи рассеяния
термоупругим экраном Γ (гладкая поверхность в R3) с краем Γ∂  [31]:
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Тогда граничные интегральные уравнения будут иметь вид:
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n,21 Γ∂∪Γ∪Γ=Γ − внешняя нормаль, направленная к Γ2.

3. Гранично-элементная дискретизация
Базовый процесс ГЭ-дискретизации состоит в разбиении границы на NE гранич-

ных элементов Ee )1( ENe ≤≤  совокупностью четырехугольных и треугольных
восьмиузловых биквадратичных элементов [32]. При этом треугольные элементы
рассматриваются как вырожденные четырехугольные элементы (рис. 1), каждый из
которых отображается на контрольный элемент ∆e (каждый ∆e − это либо квадрат
ξ  = (ξ1, ξ2)

2]1,1[−∈ , либо треугольник 0,0,10 2121 ≥ξ≥ξ≤ξ+ξ≤ ). Элемент Ee
отображается на элемент ∆e с помощью уравнения:
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номы интерполяции. Естественный базис (a1, a2), метрический тензор g и единичная
нормаль n на Ee запишутся как
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Неизвестные граничные поля (υ, t) также интегрируются через узловые значения
)( kk zυ=υ  и )( kk ztt =  в интерполяционных узлах kz . Множество интерполя-

ционных узлов отличается от множества геометрических узлов, а множество интер-
поляционных функций не совпадает с множеством функций формы. Рассмотрим
случай, называемый согласованным интерполированием, где для аппроксимации
обобщенных граничных перемещений применим билинейные элементы, а для ап-
проксимации обобщенных поверхностных сил − постоянные элементы. При этом
для расчетного значения параметра  p будем иметь следующие выражения граничных
перемещений и поверхностных сил внутри элемента Sk:
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Здесь )(ξlR  − функции формы для линейного четырехугольного элемента.
Для получения дискретного аналога ГИУ применим метод коллокации. В качес-

тве узлов коллокации  ym будем выбирать узлы аппроксимации исходных граничных
функций. В итоге формируется система линейных алгебраических уравнений. Спе-
цифику вычислительного процесса определяют особенности в коэффициентах дис-
кретного аналога. Рассматриваются два случая. Первый − интеграл по элементу
регулярный и интегрирование по элементу сведено к повторному интегрированию
по локальным координатам. По каждой из координат используются квадратурные
формулы Гаусса. Второй случай − интеграл сингулярный, предварительно исполь-
зуются дополнительные преобразования, а затем уже формулы Гаусса.

Заключение
С учетом известной аналогии задач термоупругости и пороупругости резуль-

таты гранично-элементного моделирования соответствующих решений ГИУ можно
найти в работах [16−18], которые посвящены применению МГЭ к динамическим
задачам пороупругости. Кроме того, эта же аналогия позволяет рекомендовать
применение приведенных ГИУ к задачам рассеяния экраном, помещенным в
трехмерное пороупругое пространство.
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USING OF THE METHOD OF BOUNDARY INTEGRAL EQUATIONS
FOR ANALYZING THE PROBLEMS OF 3-D DYNAMIC THERMAL ELASTICITY

L.A. Igumnov, S.Yu. Litvinchuk, V.P. Pazin

The 3-D mathematical theory of thermal elasticity is considered. To analyze the related initial
boundary-value problems, boundary integral equations and a BE-scheme for analyzing them are
written. Special attention is paid to the boundary integral equations for analyzing the problem of
scattering from an open surface of a thermal elastic field in a 3-D space.

Key words: 3-D thermal elasticity, dynamics, boundary integral equations, boundary element,
scattering of waves.


