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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ
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Рассматривается математическое моделирование процессов упругопласти-
ческого деформирования и разрушения конструкционных сталей и сплавов
при нестационарных и несимметричных как жестких, так и мягких режимах
циклического нагружения. Приводятся основные положения и уравнения
теории упругопластического деформирования. На широком спектре программ
экспериментальных исследований нестационарных и несимметричных режи-
мов циклических нагружений проводится верификация теории упругоплас-
тического деформирования.

Ключевые слова: пластичность, разрушение, циклическое нагружение.

1. Введение
Развитие теории пластичности и разработка определяющих уравнений описания

процессов упругопластического деформирования в настоящее время идет по двум
основным направлениям. К первому направлению относятся различные варианты
теории упругопластических процессов, базирующиеся на общей математической
теории пластичности А.А. Ильюшина [1, 2]. Ко второму направлению относятся
различные варианты теории пластического течения при комбинированном упроч-
нении, базирующиеся на концепции микронапряжений, выдвинутой В.В. Новожи-
ловым [3]. В данной работе рассматривается достаточно простой вариант второго
направления − теория упругопластического деформирования, являющаяся частным
вариантом теории неупругости [4]. В монографии [4] показано, что теория
упругопластического деформирования, как и теория неупругости, являются кон-
кретными вариантами общей математической теории пластичности А.А. Ильюшина
[1, 2] при полном сохранении всей структуры уравнений этой теории.

Далее рассматриваются некоторые особенности нестационарных и несим-
метричных циклических нагружений. При несимметричных жестких циклических
режимах нагружения конструкционных сталей и сплавов первоначально несим-
метричная петля пластического гистерезиса в процессе деформирования стремится
стать симметричной, т.е. осуществляется так называемая «посадка» петли пластичес-
кого гистерезиса. При нестационарных несимметричных жестких циклических
нагружениях имеет место эффект малого цикла в большом, заключающийся в том,
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что петля малого несимметричного цикла практически возвращается в ту же
начальную точку, из которой и начался малый цикл. При несимметричных цик-
лических как пропорциональных мягких, так и непропорциональных мягких и
смешанных режимах нагружения конструкционных сталей и сплавов происходит
одностороннее накопление деформации («вышагивание» петли пластического
гистерезиса, ratcheting), интенсивность которого увеличивается с возрастанием
несимметричности процесса нагружения. В работе [5] показано, что явления «по-
садки» и «вышагивания» петли пластического гистерезиса представляют следствия
принципа симметрии циклических свойств материалов. Принцип и следствия
говорят, что при жестком несимметричном циклическом нагружении напряженное
состояние стремится к напряженному состоянию, соответствующему симметрич-
ному циклическому нагружению, а при мягком несимметричном циклическом
нагружении деформированное состояние должно увеличивать свою несимметрич-
ность. Математическое моделирование явлений «посадки» и «вышагивания» пред-
принималось в большом количестве работ, обзор и анализ которых содержат статьи
[6−8]. В данной работе рассматривается математическое моделирование этих явле-
ний на основе варианта одноповерхностной теории пластического течения при ком-
бинированном упрочнении. Смещение поверхности нагружения описывается на
основе модели Новожилова − Шабоши [9, 10], подразумевающей, что полное сме-
щение есть сумма смещений, для каждого из которых имеет место свое эволю-
ционное уравнение. Здесь в качестве первого эволюционного уравнения, описы-
вающего смещение первого типа, принимается уравнение Ишлинского − Прагера
[11, 12], обобщенное согласно принципу симметрии циклических свойств [5] на
процессы «вышагивания». В качестве второго эволюционного уравнения, описываю-
щего смещение второго типа, принимается уравнение Амстронга − Фредерика −
Кадашевича [13, 14]. Последующие эволюционные уравнения, описывающие
смещения третьего типа, соответствуют простейшему аналогу модели Оно−Ванга
[15, 16]. Гипотеза Новожилова − Шабоши совместно с эволюционными уравнениями
Ишлинского − Прагера и Амстронга − Фредерика − Кадашевича эквивалентны эво-
люционному уравнению с трехчленной структурой, применяемому в теории неупру-
гости [4].

Разрушение конструкционных сталей и сплавов при несимметричных цикли-
ческих нагружениях мало зависит от несимметричности в условиях жесткого на-
гружения и существенно зависит от несимметричности при мягком нагружении.
При нестационарных циклических нагружениях переход с меньших амплитуд
деформации (напряжения) на большую увеличивает суммарную долговечность, а
переход с большей амплитуды на меньшую уменьшает суммарную долговечность,
по сравнению с долговечностью, соответствующей правилу линейного суммирова-
ния повреждений. Для описания этих явлений формулируются кинетические урав-
нения накопления повреждений, где в качестве энергий, расходуемых на создание
повреждений в материале, принимаются работы добавочных напряжений (остаточ-
ных микронапряжений, тензор смещения) первого, второго и третьего типов на
поле пластических деформаций. Следует заметить, что ответственность остаточных
микронапряжений за процесс накопления повреждений следует из гипотезы
Новожилова − Рыбакиной [17] о пропорциональности скорости накопления повреж-
дений интенсивности остаточных микронапряжений.
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2. Основные положения и уравнения теории
Материал однороден и начально изотропен. В процессе упругопластического

деформирования в нем может возникать только деформационная анизотропия.
Процесс циклического деформирования  может проходить в условиях мягкого, жест-
кого или смешанного режимов нагружения, быть стационарным или нестационар-
ным, симметричным или несимметричным.

Как и ранее [4], тензор скоростей деформаций представляется в виде суммы
тензоров скоростей упругой и пластической деформаций:

.p
ij

e
ijij ε+ε=ε ��� (2.1)

Упругие деформации следуют обобщенному закону Гука

,)]3([
1

0 ijijij
e
ij E

σ−δσν−σ=ε ���� (2.2)

где E, ν − соответственно модуль Юнга и коэффициент Пуассона, σ0 − среднее
напряжение.

Полагается, что в пространстве составляющих тензора напряжений существует
поверхность нагружения, разделяющая области упругого и упругопластического
состояний:
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Здесь sij − девиатор напряжений; 
p
u*ε  − накопленная пластическая деформация; aij −

девиатор добавочных напряжений (остаточных микронапряжений), характеризую-
щий смещение поверхности нагружения (анизотропное упрочнение); )( *

p
upC ε  −

функция, отвечающая размеру (радиусу) поверхности нагружения и характеризую-
щая изотропное упрочнение.

Смещение aij поверхности нагружения описывается на основе модели Ново-
жилова − Шабоши [9, 10], подразумевающей, что полное смещение есть сумма сме-
щений, для каждого из которых имеет место свое эволюционное уравнение:
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Здесь в качестве первого эволюционного уравнения, описывающего смещение пер-
вого типа, принимается уравнение Ишлинского − Прагера [11,12]:
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В качестве второго эволюционного уравнения, описывающего смещение второго
типа, принимается уравнение Амстронга − Фредерика − Кадашевича [13, 14]:
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Определяющие функции, входящие в уравнения (2.5) и (2.6), выражаются через
материальные функции следующим образом:

,,, )2()2()1( β−=βσ== aaa ggEg (2.7)

где Ea , σa  , β − параметры анизотропного упрочнения.
Последующие эволюционные уравнения, описывающие смещения третьего ти-

па, соответствуют простейшему аналогу уравнений Оно − Ванга [15,16]:
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Определяющие функции, входящие в уравнения (2.8), выражаются через матери-
альные функции следующим образом:
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Введение дополнительных уравнений (2.8) к ранее уже рассмотренному и
достаточно апробированному уравнению с трехчленной структурой [4], эквивалент-
ному уравнениям (2.4)−(2.7), позволяет описать более тонкие эффекты циклического
нагружения, возникающие при нестационарных и несимметричных циклических
нагружениях. К таким эффектам можно отнести эффект малого цикла в большом,
заключающийся в том, что петля малого цикла практически возвращается в ту же
начальную точку, из которой и начался  малый цикл. Окончательно уравнение для
смещения поверхности нагружения с учетом (2.4)−(2.9) будет иметь вид
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При несимметричных циклических как пропорциональных мягких, так и
непропорциональных мягких и смешанных режимах нагружения происходит
одностороннее накопление деформации («вышагивание» петли пластического
гистерезиса, ratcheting), интенсивность которого увеличивается с возрастанием
несимметричности процесса нагружения.

Описание рассмотренных выше явлений в рамках теории пластического
деформирования состоит в том, что параметр  Ea , входящий в первое эволюционное
уравнение (2.5), принимается зависящим от накопленной пластической деформации
следующим образом:
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где Ea0 , KE 
, nE − экспериментально определяемые параметры при циклическом

несимметричном нагружении.
Следует отметить, что по величине параметра nE , входящего в выражение (2.11),

можно следующим образом классифицировать процесс «вышагивания»: nE < 0 −
затухающее «вышагивание»; nE = 0 − постоянное «вышагивание»; nE > 0 −
прогрессирующее «вышагивание».
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Пластические деформации определяются на основе ассоциированного с (2.3) закона
течения:
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Для скорости накопленной пластической деформации в случае мягкого и
жесткого  нагружений  можно получить [4] соответственно уравнения:
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Условия упругого и упругопластического состояний имеют вид:
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Здесь скорость накопленной пластической деформации задается выражениями (2.13)
или (2.14) или любым другим выражением, связывающим скорость накопленной
пластической деформации и скорости напряжений и деформаций.

Для описания процесса накопления повреждений используется энергетический
подход. В качестве энергий, расходуемых на создание повреждений в материале,
принимаются энергии, равные работе добавочных напряжений (тензор смещения)
первого, второго и третьего типов на поле пластических деформаций. Кинетические
уравнения накопления повреждений имеют вид:
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Здесь ωc − повреждение, обусловленное работой добавочных напряжений первого
типа и проявляющееся при смещении петли пластического гистерезиса; ωp −
повреждение, обусловленное работой добавочных напряжений второго типа,
пороговое значение ωp1 которого говорит об окончании первой стадии зарождения
микродефектов и о начале второй стадии распространения микродефектов [18];
ωe − повреждение, обусловленное работой добавочных напряжений третьего типа
и имеющее место только на второй стадии процесса накопления повреждений.
Введение этих стадий позволяет описать явление нелинейного суммирования
повреждений при нестационарных режимах циклического нагружения. Критерием
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разрушения материала будет достижение повреждением предельного значения,
обычно принимаемого равным единице.

Таким образом, данный вариант теории упругопластического деформирования
замыкают следующие материальные функции: E, ν − упругие параметры; Ea0 , σa ,
β − модули анизотропного упрочнения; KE , nE − модули «вышагивания»; ,)(m

aσ
),...,3( )( Mmm =β   − модули анизотропного упрочнения, соответствующие аналогу

модели Оно − Ванга; )( p
upC ∗ε  − функция изотропного упрочнения; Wc − энергия

разрушения при «вышагивании»; Wp − энергия разрушения при малоцикловой
усталости; ωp1 − повреждение, соответствующее первой стадии накопления повреж-
дений.

Материальные функции определяются по результатам испытаний в условиях
упругопластического одноосного напряженного состояния. Базовый эксперимент
включает в себя следующий набор данных:

− упругие параметры, которые определяют традиционными методами;
− диаграмма пластического деформирования при растяжении до деформации

0,05−0,1;
− циклические диаграммы при симметричном растяжении−сжатии при по-

стоянной амплитуде деформации 0,005−0,01;
− циклические диаграммы при несимметричном растяжении−сжатии при по-

стоянной амплитуде деформации 0,005−0,01 и средней деформации цикла 0,05−0,1;
− данные по малоцикловой усталости (101−103 циклов), многоцикловой ус-

талости (104−106 циклов) при жестком симметричном циклическом нагружении;
− данные по малоцикловой усталости (101−103 циклов) при мягком несиммет-

ричном )05,0/( maxmin ÷−=σσ=σR  циклическом нагружении.
Разработан [4] метод идентификации материальных функций, замыкающих

теорию. Сформулированная система уравнений представляет собой задачу Коши с
тривиальными начальными условиями, которая решается численно методом Рунге
− Кутта четвертого порядка точности.

3. Пластичность при нестационарных и несимметричных режимах
циклического нагружения

Результаты расчетов на основе предложенной математической модели процессов
нестационарного циклического нагружения нержавеющей стали SS 304 в условиях
одноосного растяжения−сжатия приведены на рис. 1−3.

На этих рисунках сплошные кривые соответствуют расчету, кружки − экспери-
ментам [19, 20]. Вначале рассматривается жесткое циклическое нагружение в усло-
виях блочного изменения амплитуды деформации в случае нестационарного сим-
метричного нагружения (рис. 1, ε = ±0,002 (50 c) → ±0,004 (30 c) → ±0,006 (30 c) →
→ ±0,008 (30 c) → ±0,006 (20 c) → ±0,004 (20 c)). Далее рассматриваются мягкие
циклические нагружения в условиях блочного изменения амплитуды напряжения
при постоянном среднем напряжении цикла (рис. 2, σ = 52±221 (20 c) → 52±248
(20 c) → 52±274 (20 c) → 52±221 (20 c)), а также в условиях блочного изменения
среднего напряжения цикла при постоянной амплитуде (рис. 3, σ = 26±208 (20 c) →
→ 78±208 (20 c) → 117±208 (20 c) → 0±208 (20 c) → 78±208 (20 c) → 117±208
(20 c)). Рассмотренные режимы являются нестационарными и несимметричными,
причем в процессе нагружения несимметричность как возрастает, так и убывает.
Наблюдается удовлетворительное соответствие расчетных и экспериментальных
результатов.
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4.Разрушение при нестационарных и несимметричных режимах
циклического нагружения

 Расчетные исследования малоцикловой прочности нержавеющей стали SS 304
выполнены при симметричном жестком циклическом нагружении при постоянной
амплитуде деформации (рис. 4) и при блочном изменении амплитуды деформации
(рис. 5). На рис. 4 сплошной линией показана расчетная кривая малоцикловой
усталости, а треугольниками − экспериментальные данные [21]. Отклонение от пра-
вила линейного суммирования повреждений при двухблочном изменении амплитуды
деформации приведено на рис. 5. Результаты расчетов и экспериментов [21] на этом
рисунке показаны соответственно светлыми и темными кружками и треугольниками.
Наблюдается существенное отклонение от правила линейного суммирования по-
вреждений при удовлетворительном соответствии результатов расчета и экспери-
мента. Если рассмотреть при двухблочном изменении амплитуды деформации за-
висимости расчетных повреждений от числа циклов нагружения, то видно, что они
представляют собой трехзвенные ломаные линии, причем на первом блоке имеют
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место двухзвенные ломаные, что и позволяет описать отклонение от правила
линейного суммирования повреждений.

Расчетные исследования малоцикловой прочности нержавеющей стали
12Х18Н9 проведены при симметричном жестком и несимметричном мягком цик-
лических нагружениях (рис. 6).

Сплошной линией на этом рисунке показана расчетная кривая малоцикловой
усталости при жестком симметричном циклическом нагружении, а светлыми круж-
ками − экспериментальные данные, полученные в НИИ механики ННГУ при участии
В.С. Бондаря. Влияние несимметричности при мягком циклическом нагружении
показано на рис. 7.
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Здесь сплошные кривые соответствуют расчету, а эксперименту при разных
значениях коэффициента асимметрии цикла Rσ = σmin /σmax отвечают светлые кружки
(Rσ = −0,9), треугольники (Rσ = −0,5), квадраты (Rσ = −0,3) [22]. Наблюдается сущест-
венное влияние несимметричности при мягком циклическом нагружении на мало-
цикловую усталость.

5. Заключение
Адекватное описание процессов упругопластического деформирования и

разрушения конструкционных сталей и сплавов при нестационарных и несим-
метричных циклических нагружениях является несомненным достоинством рас-
сматриваемого математического моделирования. При этом базовый эксперимент и
метод идентификации материальных функций, замыкающих рассматриваемую
теорию, являются достаточно простыми и легко реализуемыми. Сравнение резуль-
татов расчетов и экспериментов говорит о надежном их соответствии.
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MATHEMATICALLY MODELING THE PROCESSES OF ELASTOPLASTIC
DEFORMATION AND FAILURE OF MATERIALS UNDER CYCLIC LOADING

V.S. Bondar', S.V. Burchakov, V.V. Danshin

The mathematical modeling of the processes of elastoplastic deformation and failure of structural
steels and alloys under non-stationary and non-symmetric hard and soft modes of cyclic loading is
considered. The main assumptions and equations of the theory of elastoplastic deformation are
given. The theory of elastoplastic deformation is verified using a wide range of programs of ex-
perimental investigation of non-stationary and non-symmetric modes of cyclic loading.

Key words: plasticity, failure, cyclic loading.


