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Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ýôôåêòèâíîñòè ïðèìåíåíèÿ ìîäåëåé òâåðäî-
òåëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èçãèáà áàëîê è ïëàñòèí.

Ïðèâåäåíû êðàòêèé îáçîð ðàáîò è íåêîòîðûå òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè ïðè-
ìåíèìîñòè òâåðäîòåëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ îïèñàíèÿ íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé. Ñôîð-
ìóëèðîâàíû ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó ìîäåëåé òâåðäîòåëüíûõ êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èçãèáà òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé, ýôôåêòèâíîñòü
ïðèìåíåíèÿ êîòîðûõ ìîæåò êîíêóðèðîâàòü ñ êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè ïëàñòèí
è îáîëî÷åê íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé Êèðõãîôà − Ëÿâà.

Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ïî îöåíêå âëèÿíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé äèñêðåòèçàöèè íà òî÷íîñòü ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ èçãèáàåìûõ ïëàñòèí â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ðàç-
áèåíèé ïî òîëùèíå è îòíîñèòåëüíûõ òîëùèí ïëàñòèí ñ èñïîëüçîâàíèåì ðÿäà
ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé òâåðäîòåëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ñôîðìóëèðîâàíû
ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó ïàðàìåòðîâ äèñêðåòèçàöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé
òâåðäîòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ïðè çàäàííîé ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæå-
íèé.

Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé òî÷íîñòè è ñõîäèìîñòè ÷èñëåí-
íûõ ðåøåíèé çàäà÷ èçãèáà áàëîê è ïëàñòèí ïðè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ íàãðó-
æåíèÿ, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé òâåðäîòåëüíûõ êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ, ðåàëèçîâàííûõ â ïðîãðàììàõ ANSYS, Abaqus, ËÎÃÎÑ-Ï, ÓÏÀÊÑ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òâåðäîòåëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû, èçãèá, áàëêè, ïëàñ-
òèíû.

Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ â ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ íàóêè è òåõíèêè â ðåøåíèè
ïðîáëåì ïðî÷íîñòè ïðè ðàçðàáîòêå íîâûõ íàóêîåìêèõ èçäåëèé âñå áîëüøåå ïðèìå-
íåíèå íàõîäÿò òåõíîëîãèè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñîâðåìåííûå êîìïëåê-
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ñû ïðîãðàìì ANSYS [1], Abaqus [2], ËÎÃÎÑ-Ï [3], ÓÏÀÊÑ [4] è ìíîãèå äðóãèå,
îñíîâàííûå íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ), îáëàäàþò ðàçâèòûìè áèáëèîòå-
êàìè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÊÝ), ïîçâîëÿþùèìè ðåøàòü øèðîêèé êðóã ïðèêëàäíûõ
ïðîáëåì. Îäíàêî äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ äîñòîâåðíîñòè ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ íóæíà
âåðèôèêàöèÿ êîìïüþòåðíûõ ìîäåëåé íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêèõ ëèáî ÷èñëåííûõ
ðåøåíèé ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ [5, 6]. Â íàñòîÿùåé
ñòàòüå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ ðàáîòîñïîñîáíîñòè è ýôôåêòèâíîñ-
òè ïðèìåíåíèÿ òâåðäîòåëüíûõ ÊÝ, øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ èçãè-
áà áàëîê è ïëàñòèí.

Îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ ÌÊÝ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èçãèáà íà îñíîâå ðàçëè÷íûõ
ìîäåëåé ÊÝ ðàññìîòðåíû â áîëüøîì êîëè÷åñòâå ðàáîò îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæ-
íûõ àâòîðîâ [7−16]. Â ýòèõ ðàáîòàõ îòìå÷åíû îñíîâíûå òðóäíîñòè ôîðìóëèðîâêè
ýôôåêòèâíûõ ìîäåëåé ÊÝ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èçãèáà ïëàñòèí íà îñíîâå ãèïîòåç
Êèðõãîôà − Ëÿâà, ñäâèãîâûõ ìîäåëåé òèïà Òèìîøåíêî [8, 12−14] è òðàäèöèîííî
èñïîëüçóåìûõ òâåðäîòåëüíûõ ìîäåëåé ÊÝ. Îäíàêî äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ ðÿä íå-
ðåøåííûõ âîïðîñîâ, êàñàþùèõñÿ âûáîðà òâåðäîòåëüíûõ ìîäåëåé ýëåìåíòîâ è ïî-
ñòðîåíèÿ ñõåì äèñêðåòèçàöèè òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé, îáåñïå÷èâàþùèõ íåîá-
õîäèìóþ òî÷íîñòü è âû÷èñëèòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü ðàñ÷åòîâ ïðè ðåøåíèè êîí-
êðåòíûõ çàäà÷. Ïîýòîìó âîïðîñû âûáîðà îïòèìàëüíûõ ìîäåëåé, ñõåì äèñêðåòèçà-
öèè è ñõîäèìîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ àê-
òóàëüíûìè è ïîñòîÿííî ïðèâëåêàþò âíèìàíèå ó÷åíûõ [17−19].

Äëÿ ðåøåíèÿ íàçâàííûõ ïðîáëåì äîëæíû áûòü ïðîâåäåíû îöåíêè òî÷íîñòè
ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ äèñêðåòèçàöèè êîíñòðóêöèé
íà îñíîâå èñïîëüçóåìûõ ìîäåëåé ÊÝ, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðàêòè-
÷åñêè íåîñóùåñòâèìûì. Îäíàêî òàêèå îöåíêè ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ íåêîòîðûõ êëàñ-
ñîâ çàäà÷ ðàñ÷åòà êîíñòðóêöèé, õàðàêòåðèçóåìûõ êîíêðåòíûìè âèäàìè íàïðÿæåí-
íî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè îãðàíè÷èòü êëàññ ðåøàåìûõ çàäà÷ èññëåäîâàíèåì êîíñòðóê-
öèé íà îñíîâå ãèïîòåç Êèðõãîôà − Ëÿâà, òî ðåàëèçóåìûå â òàêèõ êîíñòðóêöèÿõ âèäû
ÍÄÑ ìîæíî ïîäðàçäåëèòü íà:

− áåçìîìåíòíîå ñîñòîÿíèå;
− ìîìåíòíîå ñîñòîÿíèå (êðàåâîé ýôôåêò);
− ïîãðàíñëîé (êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèé).
Ïåðâûå äâà âèäà îïèñûâàþòñÿ â ðàìêàõ òåîðèè òîíêèõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê,

ñîîòíîøåíèÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ÊÝ-ðåøåíèé.
Òðåòèé âèä ÍÄÑ èìååò ìåñòî â ëîêàëüíûõ çîíàõ, ðàçìåð êîòîðûõ îáû÷íî ìåíü-

øå òîëùèíû îáîëî÷êè è íå îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè òåîðèè îáîëî÷åê. Îñîáåí-
íîñòüþ ýòîãî âèäà ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèé ñ âûñîêèìè
ãðàäèåíòàìè èçìåíåíèÿ ôóíêöèé, ïîýòîìó ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ äîëæíî ïðîèçâî-
äèòüñÿ íà îñíîâå îáùèõ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè áåç ïðèâëå÷åíèÿ êàêèõ-ëèáî
óïðîùàþùèõ ãèïîòåç î õàðàêòåðå ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ îïèñàíèþ íà îñíîâå òâåðäî-
òåëüíûõ ÊÝ ïåðâûõ äâóõ âèäîâ ÍÄÑ, ðåàëèçóåìûõ â òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèÿõ
òèïà ïëàñòèí è îáîëî÷åê. Ïîýòîìó îñíîâíûì êðèòåðèåì äëÿ âûáîðà îïòèìàëüíûõ
òâåðäîòåëüíûõ ÊÝ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ òàêèõ êîíñòðóêöèé, äîëæ-
íî áûòü óñëîâèå, ÷òîáû ïîëó÷àåìûå ðåçóëüòàòû îêàçûâàëèñü íå õóæå ðåçóëüòàòîâ
àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå ãèïîòåç Êèðõãîôà − Ëÿâà, à
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âû÷èñëèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ðàñ÷åòîâ íå íèæå òîé, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü äîñòèã-
íóòà ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ÊÝ ïëàñòèí è îáîëî÷åê.

Ïðè èññëåäîâàíèè ÍÄÑ òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé (áåçìîìåíòíîå è ìîìåíò-
íîå ñîñòîÿíèÿ) ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå èìåþò õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé, îïðåäåëÿåìûå ãèïîòåçàìè Êèðõãîôà − Ëÿâà. Ñî-
ãëàñíî ýòèì ãèïîòåçàì, ìåìáðàííûå íàïðÿæåíèÿ, äåéñòâóþùèå ïàðàëëåëüíî ñðå-
äèííîé ïëîñêîñòè, ìåíÿþòñÿ ïî òîëùèíå ïî ëèíåéíîìó çàêîíó, à íàïðÿæåíèÿ, íîð-
ìàëüíûå ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè, ïðåíåáðåæèìî ìàëû. Òàêèì îáðàçîì, çàêîí èç-
ìåíåíèÿ íàïðÿæåíèé ïî òîëùèíå îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî, è ðàçíîîáðàçèå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ÍÄÑ â ïëàñòèíàõ è îáîëî÷êàõ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ çàêîíîìåðíîñòÿìè èçìåíå-
íèÿ ôóíêöèé âäîëü ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè.

Íàçâàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ñðàçó îãðàíè÷èòü êëàññ òâåðäîòåëüíûõ ÊÝ,
êîòîðûå ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàíû äëÿ àíàëèçà ÍÄÑ ðàññìàòðèâàåìîãî
âèäà êîíñòðóêöèé. Ïîñêîëüêó óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
äëÿ áîëüøèíñòâà ÊÝ ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà ëèøü ïðè äîñòàòî÷íî îãðàíè÷åííîì
îòíîøåíèè ðàçìåðîâ ñòîðîí èñïîëüçóåìûõ ýëåìåíòîâ, ýôôåêòèâíûå ìîäåëè äîëæ-
íû ïîçâîëÿòü òî÷íî îïèñûâàòü ôîðìû èçãèáà òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé ïðè ðàñ-
ïîëîæåíèè èõ â îäèí ñëîé ïî òîëùèíå.

Äåéñòâèòåëüíî, óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñëîåâ ÊÝ ïî òîëùèíå ïðèâîäèò ê êóáè÷åñêî-
ìó óâåëè÷åíèþ îáùåãî ÷èñëà ÊÝ êîíñòðóêöèè, à âû÷èñëèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü
èñïîëüçîâàíèÿ òàêèõ ýëåìåíòîâ áóäåò ñóùåñòâåííî ïðîèãðûâàòü âû÷èñëèòåëüíîé
ýôôåêòèâíîñòè àíàëîãè÷íûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïëàñòèí è îáîëî÷åê.

Åùå îäíèì âàæíûì êà÷åñòâîì, îïðåäåëÿþùèì ýôôåêòèâíîñòü òâåðäîòåëüíûõ
ÊÝ, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ àíàëèçà òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé, ñëåäóåò ñ÷èòàòü âîçìîæíî
áîëåå ñëàáóþ çàâèñèìîñòü ñíèæåíèÿ òî÷íîñòè ðåøåíèé ïðè óâåëè÷åíèè ñîîòíîøå-
íèé ñòîðîí ÊÝ.

Ñëåäóåò òàêæå èìåòü â âèäó, ÷òî çàêîíîìåðíîñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåùåíèé è
íàïðÿæåíèé â êîíñòðóêöèÿõ ïî òîëùèíå îãðàíè÷åíû ãèïîòåçàìè Êèðõãîôà − Ëÿâà
è ìîãóò áûòü òî÷íî îïèñàíû êâàäðàòè÷íûìè òâåðäîòåëüíûìè ÊÝ è äàæå íåêîòîðû-
ìè ìîäèôèöèðîâàííûìè òâåðäîòåëüíûìè ýëåìåíòàìè ñ ëèíåéíûì ðàñïðåäåëåíè-
åì ôóíêöèé. Îäíàêî çàêîíîìåðíîñòè èçìåíåíèÿ óêàçàííûõ ôóíêöèé âäîëü ñðåäèí-
íîé ïîâåðõíîñòè êîíñòðóêöèé îãðàíè÷åíèé íå èìåþò, è äëÿ èõ îïèñàíèÿ íåîáõîäè-
ìî ëèáî óâåëè÷èâàòü ÷èñëî ÊÝ, ëèáî ïîâûøàòü ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé.
Ïîñëåäíèé âàðèàíò íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, òàê êàê ïðèâîäèò ê íåîáîñíîâàííî-
ìó ïîâûøåíèþ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ïî òîëùèíå îáîëî÷êè (òî åñòü
ïîâûøåíèþ òðóäîåìêîñòè âû÷èñëåíèé) è íå ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñíèçèòü îá-
ùóþ òðóäîåìêîñòü èç-çà îãðàíè÷åíèÿ ñîîòíîøåíèÿ ðàçìåðîâ ñòîðîí ýëåìåíòîâ,
ïîñêîëüêó ðàçìåð ñòîðîíû ýëåìåíòà â íàïðàâëåíèè íîðìàëè îãðàíè÷åí òîëùèíîé
îáîëî÷êè. Ïîýòîìó íàèáîëåå ðàçóìíûì ðåøåíèåì âîïðîñîâ, êàñàþùèõñÿ âûáîðà
ýôôåêòèâíûõ òâåðäîòåëüíûõ ÊÝ, ñëåäóåò ñ÷èòàòü èñïîëüçîâàíèå ýëåìåíòîâ ñ ìè-
íèìàëüíûì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé, ïîçâîëÿþùèõ òî÷íî îïèñàòü çàêî-
íû ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé è äåôîðìàöèé ïî òîëùèíå êîíñòðóêöèè è ïîâû-
øàòü òî÷íîñòü ðåøåíèé çà ñ÷åò ñãóùåíèÿ ñåòêè ÊÝ âäîëü åå ñðåäèííîé ïîâåðõíîñ-
òè.
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1. Íåêîòîðûå òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè ïðèìåíèìîñòè òâåðäîòåëüíûõ ÊÝ
äëÿ îïèñàíèÿ ÍÄÑ â òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòàõ êîíñòðóêöèé

Ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ àâòîðîâ, ïîñâÿùåííûå ïðèìåíåíèþ
òðåõìåðíûõ ýëåìåíòîâ äëÿ àíàëèçà âèäîâ ÍÄÑ, õàðàêòåðíûõ äëÿ îáîëî÷åê è èçãè-
áàåìûõ ïëàñòèí, îáíàðóæèëè ïðè÷èíó ïëîõîé ñõîäèìîñòè ðåøåíèé íà èõ îñíîâå â
íåñïîñîáíîñòè òàêèõ ýëåìåíòîâ òî÷íî âîñïðîèçâîäèòü ïðîñòåéøèå ñîñòîÿíèÿ äå-
ôîðìèðîâàíèÿ, è â ÷àñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ÷èñòîãî èçãèáà [7].

Âîîáùå ãîâîðÿ, òî÷íîå âîñïðîèçâåäåíèå â êàæäîì ýëåìåíòå óñëîâèé ÷èñòîãî
èçãèáà íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì òðåáîâàíèåì ê êîîðäèíàòíûì ôóíêöèÿì â ÌÊÝ, òàê êàê
ýòè óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèþ ëèíåéíîé äåôîðìàöèè. Ïîýòîìó â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ êëàññè÷åñêèìè òðåáîâàíèÿìè ïîëíîòû â ÌÊÝ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èñïîëüçó-
åìûé ýëåìåíò âîñïðîèçâîäèë ëèøü ëþáûå ïîñòîÿííûå ñîñòîÿíèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ.
Îäíàêî ïðè èññëåäîâàíèè êîíñòðóêöèé, íàõîäÿùèõñÿ â óñëîâèÿõ èçãèáà, íà îñíîâå
ÊÝ, ðàñïîëàãàþùèõñÿ â îäèí ñëîé ïî òîëùèíå, òðåáîâàíèå ïîñòîÿíñòâà äåôîðìà-
öèé â ýëåìåíòàõ îêàçûâàåòñÿ ÿâíî íåäîñòàòî÷íûì äëÿ ïîëó÷åíèÿ óäîâëåòâîðèòåëü-
íûõ ðåçóëüòàòîâ è äîëæíî áûòü çàìåíåíî ýêâèâàëåíòíûì óñëîâèåì òî÷íîãî îïèñà-
íèÿ ñîñòîÿíèÿ ÷èñòîãî èçãèáà. Êñòàòè, â èçãèáàåìûõ áàëêàõ è ïëèòàõ ýòî óñëîâèå
ñòàíîâèòñÿ ýêâèâàëåíòíûì óñëîâèþ ïîñòîÿíñòâà äåôîðìàöèè, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü ÊÝ â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññè÷åñêèìè òðåáîâàíèÿìè ÌÊÝ.

Â [7] ðàññìîòðåíû îøèáêè, âîçíèêàþùèå ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è èçãèáà.
Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü íà îñíîâå ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé òâåðäîòåëüíûõ ÊÝ â óñ-
ëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïóòåì ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ñòåïåííûõ
ðÿäîâ ëîêàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ïåðåìåùåíèé u, v è äåôîðìàöèé e11,
e22, e12, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷íîìó ðåøåíèþ, â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè ýëå-
ìåíòà ñ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè X = Y = 0:

...,2
54321 +++++= XaXYaYaXaau

...,2
54321 +++++= XbXYbYbXbbv

...,22 754211 ++++=
∂
∂

= XYaXaYaa
X
ue

...,22 864322 ++++=
∂
∂

= XYbYbXbb
Y
ve (1)

...,
2
1

432112 +γ+γ+γ+γ=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

= XYYX
Y
u
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)...2(
2
1),2(

2
1),(

2
1

463542231 bababa +=γ+=γ+=γ

Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ÷èñòîãî èçãèáà èìååò âèä:

,
2
1; )( 222 YXBAvYAXu uu μ−−=⋅= (2)

ãäå A, B, μ − êîíñòàíòû. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïàðàìåòðû ðàçëîæåíèÿ (1) ïðèìóò ñëåäó-
þùèå çíà÷åíèÿ:

,, 2
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514 YbXbbvXYau uu ++==
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2
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2
1, 65

2
14 AbAbABbAa μ

−=−===
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.02
2
1,2, )( 5412622411 =+=μ−==== XbXaeAYYbeAYYae uuu (3)

Â ñëó÷àå ïðîñòåéøèõ ýëåìåíòîâ ñ ëèíåéíûì çàêîíîì èçìåíåíèÿ ïåðåìåùåíèé
âñå êîìïîíåíòû äåôîðìàöèè ije  òî÷íî îïèñûâàþòñÿ ïåðâûìè (ïîñòîÿííûìè) ÷ëå-
íàìè â ðàçëîæåíèè (1):

.
2
1,, )( 23112322211 baebeae +=γ=== (4)

Ñîñòîÿíèå èçãèáà íà îäíîì ýëåìåíòå òàêîãî òèïà íå ìîæåò áûòü âîñïðîèçâåäå-
íî âîîáùå, õîòÿ âîçìîæíîñòü îïèñàíèÿ ýëåìåíòîì ïîñòîÿííûõ äåôîðìàöèé ïîçâî-
ëÿåò îæèäàòü ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé, ñõîäÿùèõñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ïî ìåðå ñãóùå-
íèÿ ñåòêè ÊÝ.

Â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ áèëèíåéíûõ ôóíêöèé äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåìåùåíèé ìåì-
áðàííûå êîìïîíåíòû äåôîðìàöèé òî÷íî îïèñûâàþò ïîñòîÿííûå äåôîðìàöèè è ïî
îäíîìó èç ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ, à ñäâèãîâûå êîìïîíåíòû ñîäåðæàò ëèøü
ïîñòîÿííûé ÷ëåí, ïðè÷åì èìåþò ìåñòî îøèáêè â îïèñàíèè ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ:

.,, 4411243224211 YbXaeXbbeYaae ++γ=+=+= (5)

Ïðèìåíèòåëüíî ê ñëó÷àþ ÷èñòîãî èçãèáà èñïîëüçîâàíèå îäíîãî ýëåìåíòà ïî òîë-
ùèíå òî÷íî îïèñûâàåò ëèøü ïðîäîëüíóþ äåôîðìàöèþ. Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû
îïèñûâàþòñÿ ñ îøèáêîé:

,0, 11111111 =−=Δ= uuuu eeeAYe

,,0 22222222 AYeeee uuuu μ−=−=Δ= (6)

., 12121212 AXeeeAXe uuuu −=−=Δ=
Îøèáêà â îïðåäåëåíèè ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè îäíîãî ýëåìåíòà ïî òîëùèíå èñêîìîå ðåøåíèå áóäåò ñõîäèòüñÿ ê ðåøå-
íèþ äðóãîé çàäà÷è äëÿ ìàòåðèàëà ñ êîýôôèöèåíòîì ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè μ = 0.

Îøèáêà â îïðåäåëåíèè ñäâèãîâîé äåôîðìàöèè ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó ñíè-
æåíèþ òî÷íîñòè è ñõîäèìîñòè ðåøåíèé è ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé «ñäâèãîâîãî çàïèðà-
íèÿ» ýëåìåíòà.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ îòäåëüíî ýíåðãèþ ìåìáðàííûõ Πε è ñäâèãîâûõ Πγ ñîñòàâëÿ-
þùèõ äåôîðìàöèè â ðàññìîòðåííîì ýëåìåíòå F, ïîëó÷èì:

,
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h
l (8)

ãäå l − äëèíà, h − øèðèíà ýëåìåíòà.
Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ ëîæíîãî ñäâèãà Πγ èìååò âåëè÷èíó, áëèçêóþ ê ýíåðãèè

îñíîâíûõ ÷ëåíîâ Πε ïðè îòíîøåíèè ñòîðîí ýëåìåíòà l/h = 1, è ðàñòåò ïî êâàäðà-
òè÷íîìó çàêîíó ïðè óâåëè÷åíèè ýòîãî ïàðàìåòðà.
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Ïîâûøàÿ ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ïåðåìåùåíèé u, v â ýëåìåíòå äî
ïîëíîãî êâàäðàòà, ìîæíî ïîëó÷èòü ÊÝ, òî÷íî îïèñûâàþùèé ïîñòîÿííûå è ëèíåé-
íûå ÷ëåíû â ðàçëîæåíèè (1) äëÿ âñåõ êîìïîíåíò äåôîðìàöèé:

,2 45211 YaXaae ++=

,2 64322 YbXbbe ++= (9)

.32112 YXe γ+γ+γ=

Òàêîé ýëåìåíò òî÷íî îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå ÷èñòîãî èçãèáà è äîëæåí ïðèâîäèòü ê
õîðîøèì ðåçóëüòàòàì ïðè èñïîëüçîâàíèè îäíîãî ýëåìåíòà ïî òîëùèíå.

Äàëüíåéøåå ïîâûøåíèå ïîðÿäêà àïïðîêñèìèðóþùèõ ïîëèíîìîâ äî áèêâàäðà-
òè÷íûõ (ñèðåíäèïîâà àïïðîêñèìàöèÿ) ïðèâîäèò ê ýëåìåíòàì, â êîòîðûõ òî÷íî ïðåä-
ñòàâëåíû âñå ïîñòîÿííûå, ëèíåéíûå ñîñòàâëÿþùèå è ïî äâà êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíà â
ðàçëîæåíèè (1) äëÿ íîðìàëüíûõ êîìïîíåíò äåôîðìàöèè. Äëÿ ñäâèãîâûõ êîìïîíåíò
òî÷íî ïðåäñòàâëåíû ïîñòîÿííàÿ è ëèíåéíàÿ ñîñòàâëÿþùèå, à êâàäðàòè÷íûå ñîäåð-
æàò îøèáêó. Ýòîò ýëåìåíò òî÷íî âîñïðîèçâîäèò ñîñòîÿíèå ÷èñòîãî èçãèáà, à îøèá-
êà â îïðåäåëåíèè ñäâèãîâûõ ÷ëåíîâ íà÷èíàåò ñêàçûâàòüñÿ â çàäà÷àõ, ãäå èçãèáàþ-
ùèé ìîìåíò ìåíÿåòñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó è çàêîíàì áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

2. Îöåíêà âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ ÊÝ-äèñêðåòèçàöèè
íà òî÷íîñòü ðàñ÷åòà ÍÄÑ èçãèáàåìûõ ïëàñòèí
ñ èñïîëüçîâàíèåì òâåðäîòåëüíûõ ýëåìåíòîâ

Â êà÷åñòâå òèïîâîé çàäà÷è, âûáðàííîé äëÿ èëëþñòðàöèè âëèÿíèÿ òèïîâ òâåð-
äîòåëüíûõ ìîäåëåé è ïàðàìåòðîâ ÊÝ-äèñêðåòèçàöèè íà òî÷íîñòü ðàñ÷åòà ÍÄÑ èç-
ãèáàåìûõ ïëàñòèí, ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ãèïîòåçû Êèðõãîôà −
Ëÿâà, èñïîëüçîâàíà çàäà÷à èçãèáà êîíñîëüíîé áàëêè ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ äëÿ
ðÿäà ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ íàãðóæåíèÿ è ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ îòíîñèòåëüíîé
âûñîòû H/L (îòíîøåíèÿ âûñîòû áàëêè H ê åå äëèíå L). Òàêàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà
çàäà÷å ïëîñêîãî èçãèáà ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû åäèíè÷íîé òîëùèíû äëèíîé L
(âäîëü îñè x), øèðèíîé H (âäîëü îñè y), æåñòêî çàäåëàííîé ïî îäíîé èç êðîìîê
(âäîëü îñè y ïðè x = 0), è íåçàêðåïëåííûìè îñòàâøèìèñÿ òðåìÿ êðîìêàìè.

Çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé âûñîòû áàëîê âàðüèðîâàëèñü â ïðåäåëàõ 0,2−0,02 (L =
= 50−500 ìì).

×èñëåííûå ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû åäèíè÷íîé òîë-
ùèíû, ëåâàÿ ãðàíü êîòîðîé çàêðåïëåíà îò ãîðèçîíòàëüíûõ ïåðåìåùåíèé, îò âåð-
òèêàëüíûõ ïåðåìåùåíèé çàêðåïëåíà ëèøü îäíà íèæíÿÿ òî÷êà ãðàíè, à îñòàëüíûå ãðàíè
ñâîáîäíû. Ïëàñòèíà íàõîäèëàñü ïîä äåéñòâèåì ñëåäóþùèõ âàðèàíòîâ íàãðóçîê i:

i = a − èçãèáàþùèé ìîìåíò M = const, äåéñòâóþùèé â ïëîñêîñòè ïëàñòèíû,
ñîçäàâàåìûé ãîðèçîíòàëüíîé íàãðóçêîé, ìåíÿþùåéñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó âäîëü
ïðàâîé âåðòèêàëüíîé ãðàíè ïëàñòèíû (ýêâèâàëåíò ÷èñòîìó èçãèáó áàëêè);

i = b − âåðòèêàëüíàÿ ñèëà P, äåéñòâóþùàÿ âäîëü ïðàâîé âåðòèêàëüíîé ãðàíè
ïëàñòèíû è çàäàâàåìàÿ â âèäå âåðòèêàëüíîé íàãðóçêè, ðàñïðåäåëåííîé ðàâíîìåðíî
âäîëü ýòîé ãðàíè (ëèíåéíîå èçìåíåíèå èçãèáàþùåãî ìîìåíòà ïî äëèíå áàëêè M = Px);

i = c − âåðòèêàëüíàÿ íàãðóçêà q = const, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ ïî âåðõíåé
ãðàíè ïëàñòèíû (êâàäðàòè÷íîå èçìåíåíèå èçãèáàþùåãî ìîìåíòà ïî äëèíå áàëêè
M = qx2/2).
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×èñëåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷ ñòðîèëèñü ïðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ m è n ðàçáèåíèé
èññëåäóåìûõ ïëàñòèí ðåãóëÿðíîé ñåòêîé ÊÝ: m − âäîëü îñè x è n − âäîëü îñè y.

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ñëåäóþùèõ ìîäåëåé ÊÝ:
4 − áèëèíåéíûé ÷åòûðåõóçëîâîé ÊÝ ïëàñòèíû ñ ïîëíûì èíòåãðèðîâàíèåì ôóíê-

öèé â óñëîâèÿõ ïëîñêî-íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ (òèïà PLANE 182 â ANSYS);
4M − ìîäèôèöèðîâàííûé áèëèíåéíûé ÷åòûðåõóçëîâîé ÊÝ ïëàñòèíû â óñëîâè-

ÿõ ïëîñêî-íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñ îïöèåé âíåøíèõ ìîä (òèïà PLANE 182 â
ANSYS);

8 − êâàäðàòè÷íûé âîñüìèóçëîâîé ÊÝ ïëàñòèíû ñ ïîëíûì èíòåãðèðîâàíèåì ôóíê-
öèé (àëüòåðíàòèâíûé äâàäöàòèóçëîâîìó ÊÝ SOLID 186 â ANSYS ïðè ðàññìîòðå-
íèè çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâåííîé ïîñòàíîâêå);

8M − êâàäðàòè÷íûé âîñüìèóçëîâîé ÊÝ ïëàñòèíû â óñëîâèÿõ ïëîñêî-íàïðÿæåí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåìû óëó÷øåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ [4, 15] (òèïà
05 â ÂÊ ÓÏÀÊÑ).

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷ êîíòðîëèðîâàëèñü ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ âåð-
òèêàëüíûõ ïåðåìåùåíèé W, êîòîðûå èìåëè ìåñòî íà ñâîáîäíîì òîðöå áàëêè, è ìàê-
ñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé â çàäåëêå σ, à òàêæå îòíîñèòåëüíûå
ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ íàçâàííûõ âåëè÷èí:
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0

0

σ

σ−σ
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W
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ãäå W0 è σ0 − ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ áàëîê â ðàìêàõ ñîîòíîøåíèé
Êèðõãîôà − Ëÿâà.

Íà îñíîâå àíàëèçà ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé óäàëîñü óñòàíîâèòü ðÿä çàêîíî-
ìåðíîñòåé âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ äèñêðåòèçàöèè íà òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ èçãèáà-
åìûõ ïëàñòèí ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé òâåðäîòåëüíûõ ÊÝ.

1. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ äîïóñòèìîé ïîãðåøíîñòüþ îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ
ïåðåìåùåíèé [W ] ≈ 1% è íàïðÿæåíèé [σ] ≈ 5%, òî äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ çàäà÷
îãðàíè÷åíèÿ ïðèìåíèìîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ïîãðåøíîñòüþ âû÷èñëåíèÿ íàïðÿæåíèé
â êðàéíèõ âîëîêíàõ çàêðåïëåííîãî òîðöà áàëêè, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé â
ýòèõ òî÷êàõ âîçðàñòàþò ïî ìåðå ñãóùåíèÿ.

2. Ïî ìåðå ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà èçìåíåíèÿ èçãèáàþùåãî ìîìåíòà ïî äëèíå áàë-
êè âîçðàñòàåò ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ìî-
äåëåé ÊÝ è âñåõ âàðèàíòîâ äèñêðåòèçàöèè.

3. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà îñíîâå ìîäåëè 4 óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû (ñî-
îòâåòñòâóþùèå îãîâîðåííûì âûøå çíà÷åíèÿì äîïóñòèìûõ ïîãðåøíîñòåé) äëÿ âñåõ
ðàññìîòðåííûõ âàðèàíòîâ íàãðóæåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðè ðàçáèåíèè òîëùè-
íû áàëêè (øèðèíû ïëàñòèíû) íà íåñêîëüêî ó÷àñòêîâ.

4. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëåé 4Ì, 8 è 8Ì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ óñëîâèÿì ÷èñòîãî èçãèáà áàëêè (ïëàñòèíû), óäîâëåòâîðèòåëüíûå ïî òî÷íîñòè
ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðè n = 1 è îòíîñèòåëüíîé äëèíå ÊÝ λ = l/h ≤ 5
(l − äëèíà ýëåìåíòà, h − åãî òîëùèíà).

5. Â ñëó÷àÿõ èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëè 4Ì ñîñòîÿíèå ëèíåéíîãî èçãèáà ìîæåò áûòü
óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñàíî äëÿ êîðîòêèõ áàëîê (t = L/H = 5) ïðè n ≥ 2 è λ = 1, à äëÿ
äëèííûõ áàëîê (L/H = 50) ïðè n = 1 è λ ≤ 5. Â ñëó÷àå êâàäðàòè÷íîãî èçãèáà àíàëî-
ãè÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äèñêðåòèçàöèè äîëæíû ñîñòàâëÿòü: äëÿ êîðîòêèõ áà-
ëîê n ≥ 3, λ = 1; äëÿ äëèííûõ áàëîê n = 1 è λ ≤ 2. Ïðè ýòîì â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
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óâåëè÷åíèå ÷èñëà ðàçáèåíèé ïî òîëùèíå (n = 2) ïðè íåèçìåííîé äëèíå ýëåìåíòà l
ïðèâîäèò ê íåêîòîðîìó óõóäøåíèþ ðåçóëüòàòîâ (î÷åâèäíî, çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ îò-
íîñèòåëüíîé äëèíû ýëåìåíòà λ).

6. Â ñëó÷àÿõ èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëè 8Ì ñîñòîÿíèå ëèíåéíîãî èçãèáà ìîæåò áûòü
óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñàíî äëÿ êîðîòêèõ áàëîê ïðè n = 1 è λ ≤ 5, à äëÿ äëèííûõ
áàëîê ïðè n = 1 è λ ≤ 50. Â ñëó÷àå êâàäðàòè÷íîãî èçãèáà àíàëîãè÷íûå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ äèñêðåòèçàöèè äîëæíû ñîñòàâëÿòü: äëÿ êîðîòêèõ áàëîê n = 1 è λ ≤ 2,75;
äëÿ äëèííûõ áàëîê n = 1 è λ ≤ 30.

7. Ïîêàçàòåëè òî÷íîñòè è ýôôåêòèâíîñòè ìîäåëè 8 îêàçûâàþòñÿ áëèçêèìè ê àíà-
ëîãè÷íûì ïîêàçàòåëÿì ìîäåëè 8Ì ïðè çíà÷åíèÿõ îòíîñèòåëüíûõ äëèí ÊÝ λ ≤ 1,5−2.
Ñ óâåëè÷åíèåì çíà÷åíèé λ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèé íà÷èíàåò ðåçêî âîçðàñòàòü.

Äëÿ íàãëÿäíîé èëëþñòðàöèè ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ íà ðèñ. 1à, á ïðèâå-
äåíû çàâèñèìîñòè ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé Δσ(n) äëÿ êîðîòêèõ áà-
ëîê (t = 5) ïðè λ = 1 äëÿ ðàññìîòðåííûõ âàðèàíòîâ ìîäåëåé ÊÝ â çàâèñèìîñòè îò
âàðèàíòà íàãðóæåíèÿ i è ÷èñëà ðàçáèåíèé n ïî øèðèíå ïëàñòèíû (òîëùèíå áàëêè).
Íà ãðàôèêàõ óêàçàíû èíäåêñ ìîäåëè è âàðèàíò íàãðóæåíèÿ (â ñêîáêàõ). Ïîëîæè-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè Δσ(n) ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ïîëó÷åííûå çíà-
÷åíèÿ íàïðÿæåíèé îêàçûâàþòñÿ áëèæå ê ðåøåíèþ íà îñíîâå òî÷íûõ óðàâíåíèé òå-
îðèè óïðóãîñòè, ÷åì òå, êîòîðûå ïðåäñêàçûâàåò ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ ïëàñòèí íà îñ-
íîâå ãèïîòåç Êèðõãîôà − Ëÿâà.

Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî äëÿ ðàññìîòðåííûõ âàðèàíòîâ íàãðóæåíèÿ êîðîòêèõ
áàëîê âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ îäíîãî ýëåìåíòà ïî òîëùèíå (n = 1) äîïóñêàþò
ëèøü ÊÝ ñ êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèåé ôóíêöèé.
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Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé Δσ(λ)
äëÿ âàðèàíòà íàãðóæåíèÿ i = c ïðè n = 1 äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ÊÝ â çàâèñèìîñòè
îò îòíîñèòåëüíîé äëèíû ýëåìåíòà λ è îòíîñèòåëüíîé äëèíû áàëêè. Íà ãðàôèêàõ
óêàçàíû èíäåêñû ìîäåëåé è çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé äëèíû áàëêè t (â ñêîáêàõ).

Ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèøü ìàòåðèàëû, íà îñíî-
âàíèè êîòîðûõ ìîæíî âûáðàòü êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äèñêðåòèçàöèè ïðè
èññëåäîâàíèè çàäà÷ èçãèáà ïëàñòèí ñ èñïîëüçîâàíèåì òâåðäîòåëüíûõ ÊÝ. Äëÿ òîãî
÷òîáû îñóùåñòâèòü òàêîé âûáîð, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòüñÿ ñ ïðèíèìàåìûìè çíà-
÷åíèÿìè äîïóñêàåìîé ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ íàïðÿæåíèé.

Â ÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå äîïóñêàåìîé ïîãðåøíîñòè [σ] ìîæíî ïðèíÿòü âåëè÷è-
íó, îáû÷íî èñïîëüçóåìóþ â êà÷åñòâå ïîãðåøíîñòè ðåøåíèé çàäà÷ ðàñ÷åòà òîíêèõ
îáîëî÷åê â ðàìêàõ ñîîòíîøåíèé Êèðõãîôà − Ëÿâà, îïðåäåëÿåìóþ îòíîñèòåëüíîé
òîëùèíîé îáîëî÷êè. Â ñëó÷àå çàäà÷ èçãèáà ïëàñòèí âåëè÷èíó òàêîé ïîãðåøíîñòè
ìîæíî îïðåäåëèòü êàê [σ] = H/L. Çíà÷åíèÿ äîïóñòèìîé îòíîñèòåëüíîé äëèíû ýëå-
ìåíòà λ äëÿ âàðèàíòà íàãðóæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî êâàäðàòè÷íîìó èçãèáó (i = c)
ïðè n = 1, â çàâèñèìîñòè îò îòíîñèòåëüíîé äëèíû áàëêè t ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè
äîïóñòèìîé ïîãðåøíîñòè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå äîïóñêàåìóþ ïîãðåøíîñòü ìîæíî îïðåäåëèòü â âèäå
êîíñòàíòû [σ] = const, íå çàâèñÿùåé îò êàêèõ-ëèáî ïàðàìåòðîâ èññëåäóåìûõ êîíñò-
ðóêöèé, ïðè ýòîì èçìåíÿòñÿ è äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíûõ äëèí ÊÝ. Â
÷àñòíîñòè, íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû òàêèå çíà÷åíèÿ äëÿ ïîãðåøíîñòè [σ] = 5% è ðàç-
ëè÷íûõ èíäåêñîâ ìîäåëåé.
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3. Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé òâåðäîòåëüíûõ
ýëåìåíòîâ, ðåàëèçîâàííûõ â ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñàõ ANSYS,
Abaqus, ËÎÃÎÑ, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ èçãèáà áàëîê è ïëàñòèí

×èñëåííîå èññëåäîâàíèå çàäà÷ èçãèáà áàëîê è ïëàñòèí ñòðîèëîñü íà îñíîâå
íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ â ïðàêòèêå ðàñ÷åòîâ ìîäåëåé ÊÝ:

− äëÿ ëèíåéíûõ âîñüìèóçëîâûõ ÊÝ:
ANSYS: SOLID185(1) − ñòàíäàðòíûé, SOLID185(2), SOLID185(3) − ìîäèôèöè-

ðîâàííûå;
Abaqus: C3D8 − ñòàíäàðòíûé, C3D8I − ìîäèôèöèðîâàííûé;
ËÎÃÎÑ-Ï: 8ÓÏ − ñòàíäàðòíûé, 8ÓÓ, 8ÓÓÒ − ìîäèôèöèðîâàííûå;
− äëÿ êâàäðàòè÷íûõ äâàäöàòèóçëîâûõ ÊÝ:
ANSYS: SOLID186(1) − ñòàíäàðòíûé, SOLID186(2) − ñîêðàùåííîå èíòåãðèðî-

âàíèå;
Abaqus: C3D20 − ñòàíäàðòíûé, C3D20R − ñîêðàùåííîå èíòåãðèðîâàíèå;
ËÎÃÎÑ-Ï: 20ÓÏ (ïðîñòîé), 20ÓÓ (óëó÷øåííûé).
Îöåíêà ÷èñëåííûõ ðåøåíèé îñóùåñòâëÿëàñü ïóòåì èõ ñðàâíåíèÿ ñ ñîîòâåòñòâó-

þùèìè ðåçóëüòàòàìè àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ïî ìàêñèìàëüíûì ïåðåìåùåíèÿì ΔW
è íàïðÿæåíèÿì Δσ.

Ðàññìîòðåíû äâå çàäà÷è èçãèáà ïðèçìàòè÷åñêèõ áàëîê äëèíîé L = 100 ìì è
ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì b×h = 10×10 ìì2: êîíñîëüíîé áàëêè, íàãðóæåííîé ñèëîé íà
ñâîáîäíîì êîíöå, è øàðíèðíî îïåðòîé áàëêè ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåííîé íàãðóçêè.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èñïîëüçîâàëèñü îðòîãîíàëüíûå ñåòêè: n1×n2×n3 ðàçìåðíîñ-
òüþ îò m = 4 (1×1×4) äî m = 131072 (32×32×128) ÊÝ, ãäå n1, n2, n3 − êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ ïî âûñîòå, ïî øèðèíå ñå÷åíèÿ è ïî äëèíå áàëêè ñîîòâåòñòâåííî.

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ñõîäèìîñòè ðàçëè÷íûõ ÊÝ ïðè-
âåäåíû íà ðèñ. 5 è 6 â äèàïàçîíå m = 4−2000. Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû êðè-
âûå ðåøåíèé çàäà÷ äëÿ êîíñîëüíîé áàëêè, à øòðèõîâûìè − äëÿ øàðíèðíî îïåðòîé
áàëêè. Íîìåðà êðèâûõ íà ðèñ. 6 ñîîòâåòñòâóþò îáîçíà÷åíèÿì êðèâûõ íà ðèñ. 5.

Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî äëÿ ðàññìîòðåííûõ âàðèàíòîâ ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåð-
íîñòè çàäà÷è ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ äëÿ âñåõ òèïîâ ÊÝ ñõîäÿòñÿ ïî ïåðåìåùåíèÿì ê
àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ, ïðè÷åì íàèõóäøóþ òî÷íîñòü äåìîíñòðèðóþò ñòàíäàðò-
íûå âîñüìèóçëîâûå ÊÝ SOLID185(1), C3D8 è 8ÓÏ. Áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü ïîêà-
çûâàþò ìîäèôèöèðîâàííûå âîñüìèóçëîâûå ýëåìåíòû SOLID185(2), C3D8I, 8ÓÓÒ
è êâàäðàòè÷íûå äâàäöàòèóçëîâûå ÊÝ.
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Õîðîøóþ ñõîäèìîñòü ïî íàïðÿæåíèÿì â îáåèõ çàäà÷àõ äåìîíñòðèðóþò âîñü-
ìèóçëîâûå ýëåìåíòû SOLID185(2), C3D8I, 8ÓÓÒ è äâàäöàòèóçëîâîé C3D20. Â çà-
äà÷å øàðíèðíîé áàëêè òàêæå áûñòðî ñõîäÿòñÿ ïî íàïðÿæåíèÿì äâàäöàòèóçëîâûå
ÊÝ SOLID186(1) è 20ÓÓ. Îäíàêî â çàäà÷å ñ êîíñîëüíîé áàëêîé ýòè ýëåìåíòû äåìîí-
ñòðèðóþò çàâûøåíèå íàïðÿæåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì, ïî-
ñêîëüêó ïî ìåðå ñãóùåíèÿ ñåòêè ÊÝ âñå â áîëüøåé ñòåïåíè îòðàæàþò ýôôåêòû êîí-
öåíòðàöèè íàïðÿæåíèé â ðàéîíå æåñòêîé çàäåëêè áàëêè, íå îïèñûâàåìûå òåî-
ðèåé íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé Êèðõãîôà − Ëÿâà.

Ñõîäèìîñòü ÷èñëåííûõ ðåøåíèé â çàäà÷àõ èçãèáà ïëàñòèí ðàññìîòðåíà íà ïðè-
ìåðàõ ðàñ÷åòà êâàäðàòíûõ çàùåìëåííûõ è øàðíèðíî îïåðòûõ ïëàñòèí ïîä ðàâíî-
ìåðíûì äàâëåíèåì. Ðàçìåðû ïëàñòèí: h×l1×l2 = 5×100×100 ìì, ãäå h − òîëùèíà
ïëàñòèíû, l1, l2 − ðàçìåðû ñòîðîí ïëàñòèíû. Ñîîòíîøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ, ìåõà-
íè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ è íàãðóçîê â ïëàñòèíàõ ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû ïî àíàëèòè-
÷åñêèì ðåøåíèÿì ìàêñèìàëüíûå ïðîãèáû íå ïðåâûøàëè Wmax/h = 0,018.

Ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü íà îðòîãîíàëüíûõ ñåòêàõ n1×n2×n3 ðàçìåðíîñòüþ
îò m = 16 (1×4×4) äî m = 20480 (5×64×64) êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ãäå n1, n2, n3 −
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïî òîëùèíå, ïî øèðèíå è äëèíå ïëàñòèíû ñîîòâåòñòâåííî.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ñõîäèìîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé â çàâèñèìîñòè îò
ïàðàìåòðà m (â äèàïàçîíå: m = 16−4000) ïîêàçàíû íà ðèñ. 7 è 8. Ñïëîøíûå ëèíèè
ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿì äëÿ çàùåìëåííîé ïëàñòèíû, à øòðèõîâûå ëèíèè − äëÿ
øàðíèðíî îïåðòîé ïëàñòèíû.
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Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî â îáåèõ çàäà÷àõ âîñüìèóçëîâûå ýëåìåíòû SOLID185(1),
C3D8 è 8ÓÏ äåìîíñòðèðóþò çàìåòíî áîëåå íèçêóþ ñõîäèìîñòü, ÷åì âñå îñòàëüíûå
òèïû ÊÝ. Íà ãðóáûõ ñåòêàõ ýòè ýëåìåíòû äàþò áîëüøèå ïîãðåøíîñòè ïðè îïðåäå-
ëåíèè êàê ïåðåìåùåíèé, òàê è íàïðÿæåíèé, ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøå-
íèåì.

Ïðè îïðåäåëåíèè ïåðåìåùåíèé âûñîêóþ òî÷íîñòü è õîðîøóþ ñõîäèìîñòü â
îáåèõ çàäà÷àõ ïîêàçûâàþò âîñüìèóçëîâûå ýëåìåíòû SOLID185(2), SOLID185(3),
C3D8I, 8ÓÓÒ, à òàêæå âñå äâàäöàòèóçëîâûå ýëåìåíòû. Ïðè îïðåäåëåíèè íàïðÿæå-
íèé óêàçàííûå ýëåìåíòû òàêæå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü õîðîøèå ðåçóëüòàòû, îäíàêî
äëÿ çàäåëàííûõ ïëàñòèí äâàäöàòèóçëîâûå ýëåìåíòû ïðîãíîçèðóþò çàâûøåííûé
óðîâåíü íàïðÿæåíèé â çàäåëêå ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì íà îñíîâå
ñîîòíîøåíèé Êèðõãîôà − Ëÿâà.

Òàêæå ðàññìîòðåíà çàäà÷à èçãèáà ëîêàëüíî íàãðóæåííîé êâàäðàòíîé ïëàñòèíû
ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè: äâå êðîìêè çàäåëàíû (ïîêàçàíî øòðèõîâ-
êîé íà ðèñ. 10), äâå ïðîòèâîïîëîæíûå − øàðíèðíî îïåðòû. Ïëàñòèíà íàãðóæåíà
äàâëåíèåì, äåéñòâóþùèì íà ìàëîé ïëîùàäêå ñî ñòîðîíàìè l = A/24. Äëÿ îöåíêè
òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ â êà÷åñòâå ýòàëîííîãî èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà-
÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé íà ñåòêå (24×24) [20], ïîëó÷åííîå íà îñíîâå òåî-
ðèè èçãèáà ïëàñòèí ñ èñïîëüçîâàíèåì ãèïîòåç Êèðõãîôà − Ëÿâà.

Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ íà îñíîâå òðåõ òèïîâ ÊÝ ANSYS èñïîëü-
çîâàíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû çàäàíèÿ íàãðóçêè: 1 − äàâëåíèå íà ïëîùàäêå, 2 − óçëî-
âûå ñèëû íà ïëîùàäêå, 3 − ñèëà â öåíòðå ëîêàëüíîé ïëîùàäêè.

Δσ, %

−20

−40

−60

−80

−100

20 2 10 6   8  12 15 18        9  13   16 19

17

Ðèñ. 8

1  4 11

0               1000         2000         3000         4000            m

20

3

5  7 14

ΔW, %

−20

−40

−60

−80

−100

10 20 19 2    3  5 12 13  15 16 18

8  9  6

17

1, 11 − SOLID185(1)
2, 12 − SOLID185(2)
3, 13 − SOLID186(1)
4, 14 − C3D8
5, 15 − C3D8I
6, 16 − C3D20

Ðèñ. 7

7, 17 −  8ÓÏ
8, 18 −  8ÓÓÒ
9, 19 −  20ÓÓ

10, 20 − 20Ó−ÓÏÀÊÑ

1114

1  4  7

0                1000        2000         3000         4000            m



88

Ãðàôèêè ñõîäèìîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé äëÿ ïåðåìåùåíèé (â öåíòðå ëîêàëü-
íîé ïëîùàäêè) è íàïðÿæåíèé (â òî÷êå ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè) ïîêàçàíû íà ðèñ. 9 è 10
ñîîòâåòñòâåííî.

Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì ðàçìåðîâ ýëåìåíòîâ âñå ðåøåíèÿ ñ ðàç-
ëè÷íûìè òèïàìè ÊÝ è ñïîñîáàìè çàäàíèÿ íàãðóçêè ñõîäÿòñÿ ê ïðîãèáó â öåíòðå
ëîêàëüíîé ïëîùàäêè ïðèìåðíî íà 4% âûøå, ÷åì â [20]. Ïðè çàäàíèè äàâëåíèÿ (ñïî-
ñîá 1) âñå òèïû ýëåìåíòîâ áîëüøå çàíèæàþò íàïðÿæåíèÿ, ÷åì ïðè çàäàíèè óñèëèé
(ñïîñîáû 2 è 3). Â öåëîì ìîæíî îòìåòèòü ñõîäèìîñòü ïî íàïðÿæåíèÿì òîëüêî äëÿ
ýëåìåíòîâ SOLID185(2) è SOLID186(1), êîòîðûå ïðè íàãðóæåíèè óñèëèåì â òî÷êå
(ñïîñîá 3) ñõîäÿòñÿ è ïîêàçûâàþò áëèçêèé óðîâåíü íàïðÿæåíèé ïðèìåðíî íà 15%
íèæå, ÷åì â êîíå÷íî-ðàçíîñòíîì ðåøåíèè, ïðèâåäåííîì â [20].

Çàêëþ÷åíèå

1. Ðåøåíèå çàäà÷è âûáîðà îïòèìàëüíûõ ìîäåëåé è ñõåì ÊÝ-äèñêðåòèçàöèè,
îáåñïå÷èâàþùèõ ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå âñåõ çàäà÷ ðàñ÷åòà ïðîñòðàíñòâåííûõ êîí-
ñòðóêöèé, íàõîäÿùèõñÿ â óñëîâèÿõ èçãèáà, â îáùåì âèäå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîç-
ìîæíûì. Îäíàêî âïîëíå ðåàëüíî ïîëó÷èòü îöåíêè òî÷íîñòè èñêîìûõ ðåçóëüòàòîâ â
çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ äèñêðåòèçàöèè êîíñòðóêöèé íà îñíîâå èñïîëüçóåìûõ
ìîäåëåé ÊÝ äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ çàäà÷ ðàñ÷åòà êîíñòðóêöèé, õàðàêòåðèçóåìûõ
êîíêðåòíûìè âèäàìè ðåàëèçóåìûõ âèäîâ ÍÄÑ. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå îöåíêè ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû, åñëè îãðàíè÷èòü êëàññ ðåøàåìûõ çàäà÷ èññëåäîâàíèåì êîíñòðóê-
öèé íà îñíîâå ãèïîòåç Êèðõãîôà − Ëÿâà.
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2. Ïðè èññëåäîâàíèè ÍÄÑ èçãèáàåìûõ áàëîê è ïëàñòèí â ðàìêàõ ãèïîòåç Êèðõ-
ãîôà − Ëÿâà ýôôåêòèâíûå ìîäåëè òâåðäîòåëüíûõ ÊÝ äîëæíû ïîçâîëÿòü òî÷íî îïèñû-
âàòü ôîðìû èçãèáà òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé ïðè ðàñïîëîæåíèè èõ â îäèí ñëîé ïî
òîëùèíå. Ïîýòîìó ïðîñòåéøèå ÊÝ ñ ëèíåéíûì è áèëèíåéíûì ðàñïðåäåëåíèÿìè ôóíê-
öèé (òèïà PLANE 182, SOLID185(1) (ANSYS); C3D8 (Abaqus); 8ÓÏ (ËÎÃÎÑ-Ï)),
íå óäîâëåòâîðÿþùèå óêàçàííûì óñëîâèÿì, íå ìîãóò îáåñïå÷èòü âûñîêóþ ýôôåê-
òèâíîñòü ðàñ÷åòîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè ýëåìåíòàìè, ïîñòðîåííûìè íà îñ-
íîâå ãèïîòåç Êèðõãîôà − Ëÿâà.

3. Ïðè èñïîëüçîâàíèè äðóãèõ ðàññìîòðåííûõ òèïîâ ÊÝ (áèëèíåéíûå ìîäèôè-
öèðîâàííûå, êâàäðàòè÷íûå) íàáëþäàëàñü õîðîøàÿ òî÷íîñòü è âûñîêàÿ ñõîäèìîñòü
ðåøåíèé ïðè îïèñàíèè ïîëåé ïåðåìåùåíèé â èçãèáàåìûõ ïëàñòèíàõ. Îäíàêî îïðå-
äåëÿþùèì ôàêòîðîì äîïóñòèìîñòè ÊÝ-ðåøåíèé ïðàêòè÷åñêè äëÿ âñåõ ðàññìîòðåí-
íûõ çàäà÷ îêàçàëàñü ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé. Óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ
ñõîäèìîñòü ðåøåíèé ïî íàïðÿæåíèÿì íàáëþäàëàñü äëÿ âñåõ òàêèõ ÊÝ ëèøü âäàëè
îò ãðàíèö ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Â çàäà÷àõ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè æåñòêîãî çàùåì-
ëåíèÿ (çàäåëêè) ñî âñåìè òèïàìè ðàññìàòðèâàåìûõ òâåðäîòåëüíûõ ÊÝ ñ óìåíüøå-
íèåì ðàçìåðîâ ýëåìåíòîâ íàïðÿæåíèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþò, ñõîäèìîñòü îòñóò-
ñòâóåò.

4. Îòñóòñòâèå ñõîäèìîñòè ïî íàïðÿæåíèÿì â îòäåëüíûõ ëîêàëüíûõ çîíàõ èçãè-
áàåìûõ ïëàñòèí çàòðóäíÿåò âûáîð êðèòåðèÿ äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ðàññìàòðè-
âàåìûõ ìîäåëåé ÊÝ. Â êà÷åñòâå òàêîãî êðèòåðèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà îòíîñè-
òåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî âàðèàíòà ÷èñëåí-
íîãî ðåøåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è â ðàìêàõ ãèïîòåç
Êèðõãîôà − Ëÿâà. Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû ìàòåðèàëû, ïîçâîëÿþùèå îöåíèòü îïòè-
ìàëüíûå ïàðàìåòðû äèñêðåòèçàöèè (÷èñëî ðàçáèåíèé ïî òîëùèíå n, îòíîñèòåëüíàÿ
äëèíà ýëåìåíòà λ) â çàäà÷àõ èçãèáà áàëîê íà îñíîâå ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ÊÝ â çàâè-
ñèìîñòè îò îòíîñèòåëüíîé äëèíû áàëîê t ïðè âûïîëíåíèè íàçâàííîãî êðèòåðèÿ.

5. Èç ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷ èçãèáà íà îñíîâå
ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ÊÝ ñëåäóåò, ÷òî íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé èç ðàññìîòðåííûõ
âàðèàíòîâ ìîäåëåé ÊÝ äëÿ çàäà÷ èçãèáà ïëàñòèí îêàçàëàñü ìîäåëü ñ êâàäðàòè÷íîé
àïïðîêñèìàöèåé ôóíêöèé ïåðåìåùåíèé è èñïîëüçîâàíèåì ñõåìû óëó÷øåííîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ (SOLID186(2) − ANSYS; C3D20R − Abaqus; 20ÓÓ − ËÎÃÎÑ-Ï;
20Ó−ÓÏÀÊÑ), ïîçâîëÿþùàÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ðå-
øåíèÿ ÊÝ ñ íàèáîëüøåé îòíîñèòåëüíîé äëèíîé λ ïðè ðàñïîëîæåíèè èõ â îäèí
ñëîé ïî òîëùèíå. Áëèçêèå ïî òî÷íîñòè è ýôôåêòèâíîñòè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû íà îñíîâå êâàäðàòè÷íûõ ìîäåëåé è ñòàíäàðòíûõ ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ
ïðè çíà÷åíèÿõ îòíîñèòåëüíûõ äëèí ÊÝ λ ≤ 1,5−2, îäíàêî ñ óâåëè÷åíèåì çíà÷åíèé
λ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèé íà÷èíàåò ðåçêî âîçðàñòàòü.
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USING SOLID FINITE ELEMENTS
IN BENDING PROBLEMS OF BEAMS AND PLATES

Kapustin S.A.1, Churilov Yu.A.1, Ryabov A.A.2, Romanov V.I.2, Plakunov D.A.2
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Satis, Russian Federation

The issues of effectively using solid finite element models for analyzing bending problems of
beams and plates are considered. A concise review of some works and theoretical assessment of
the applicability of solid finite elements for describing the stress-strain state of thin-walled structural
elements is given. Recommendations are formulated for the choice of solid FE models for analyzing
bending problems of thin-walled structures, which can be as effective as plate and shell elements
based on Kirchhoff − Love relations.
Results of numerically investigating the effect of finite-element discretization parameters on the
accuracy of the stress-strain state analysis of bending plates are given as a function of the number
of discretizations along the thickness and relative thicknesses of the plates using various solid FE
models. Recommendations are formulated for choosing discretization parameters for various solid
FE models for a given inaccuracy in determining stresses.
The results of studying the accuracy and convergence of numerical solutions of bending problems
of beams and plates for various loading conditions are presented, as obtained using various solid
FE models implemented in ANSYS, Abaqus, LOGOS-P, UPAKS programs.

Keywords: solid-state finite elements, bending, beams, plates.


