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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñêîëüæåíèå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ æåñòêîãî òåëà ïî
ïîâåðõíîñòè òåðìîóïðóãîãî ïîêðûòèÿ íà óïðóãîé ïîäëîæêå èç äðóãîãî ìàòå-
ðèàëà ïðè íàëè÷èè íà êîíòàêòå òðåíèÿ è ôðèêöèîííîãî òåïëîâûäåëåíèÿ. Íà
ãðàíèöå ìåæäó ïîêðûòèåì è ïîäëîæêîé çàäàåòñÿ óñëîâèå ëèáî òåïëîèçîëÿ-
öèè, ëèáî íåîãðàíè÷åííîãî òåïëîâîãî ïîòîêà. Ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ çà-
äà÷ òåðìîóïðóãîñòè ïîëó÷åíî â êîíòóðíûõ êâàäðàòóðàõ îáðàòíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ëàïëàñà. Ïðè èññëåäîâàíèè ïîëþñîâ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé êâàä-
ðàòóð ðåøåíèÿ çàäà÷è óñòàíàâëèâàþòñÿ îáëàñòè óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ
ðåøåíèé çàäà÷è è ãðàíèöà ìåæäó íèìè, çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Ïðî-
âîäèòñÿ ñðàâíåíèå îáëàñòåé óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ðåøåíèé äëÿ óêàçàí-
íûõ óñëîâèé òåïëîâîãî êîíòàêòà, à òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ èäåàëüíîãî òåïëîâîãî
êîíòàêòà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåðìîóïðóãàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, ñêîëüæåíèå, òðåíèå, äè-
íàìèêà, ïîêðûòèå, óïðóãàÿ ïîäëîæêà, óñëîâèÿ òåïëîâîãî êîíòàêòà.

Ââåäåíèå

Ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷ òåîðèè òåðìîóïðóãîñòè î ñêîëüçÿùåì ôðèêöèîííîì êîí-
òàêòå æåñòêîãî òåëà ñ óïðóãîé ïîëîñîé ïðè íåêîòîðûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ñòàíî-
âÿòñÿ íåóñòîé÷èâûìè ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì ïàðàìåòðîâ çàäà÷ [1].
Íà ïðàêòèêå ýòî ñîîòâåòñòâóåò âîçíèêíîâåíèþ íåóñòîé÷èâîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
ñêîëüçÿùåãî ôðèêöèîííîãî êîíòàêòà èëè òåðìîóïðóãîé íåóñòîé÷èâîñòè (thermo-
elastic instability, TEI). Èññëåäîâàíèþ óñëîâèé âîçíèêíîâåíèÿ TEI äëÿ ðàçëè÷íûõ
êîíôèãóðàöèé óçëîâ òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò [2−15] è äð., â
êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàçèñòàòè÷åñ-
êèõ çàäà÷ òåðìîóïðóãîñòè. Ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî áûëî óñòàíîâëåíî [16, 17], ÷òî
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ïàðàìåòðè÷åñêàÿ îáëàñòü óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé çàäà÷ î ñêîëüçÿùåì òåðìîôðèêöè-
îííîì êîíòàêòå â äèíàìè÷åñêîé ïîñòàíîâêå â ïðîñòðàíñòâå áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåò-
ðîâ ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò îáëàñòè óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé â ñîîòâåòñòâóþùåé êâàçè-
ñòàòè÷åñêîé çàäà÷å, à òåìïåðàòóðà ïðèîáðåòàåò êîëåáàòåëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñ
ïåðèîäîì, ñîîòâåòñòâóþùèì âðåìåíè ïðîõîæäåíèÿ óïðóãîé âîëíû îò êîíòàêòà äî
êîíòàêòà [18−21]. Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ðåøåíèé íåñòàöèîíàðíûõ äèíàìè÷åñêèõ
çàäà÷ òåðìîóïðóãîñòè î ñêîëüçÿùåì êîíòàêòå è èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ýòèõ
ðåøåíèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôóíäàìåíòàëüíóþ íàó÷íóþ ïðîáëåìó.

Â ñòàòüÿõ [22−24] ðàññìàòðèâàëàñü äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè î ñêîëü-
æåíèè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ æåñòêîé ïîëóïëîñêîñòè ïî ïîâåðõíîñòè òåïëîïðî-
âîäíîãî óïðóãîãî ïîêðûòèÿ, íèæíÿÿ ãðàíü êîòîðîãî ñöåïëåíà ñ ïîäëîæêîé â âèäå
òåïëîïðîâîäíîé óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè èç äðóãîãî ìàòåðèàëà, à íà ãðàíèöå ìåæäó
ïîêðûòèåì è ïîäëîæêîé óñòàíàâëèâàëèñü óñëîâèÿ èäåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòà.
Òàì æå ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå ðåøåíèé ðàññìîòðåííîé çàäà÷è ñ ðåøåíèåì çàäà÷è
äëÿ ïîëîñû, ñöåïëåííîé ñ íåäåôîðìèðóåìîé ïîëóïëîñêîñòüþ [18].

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè − èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ òåìïåðàòóðíûõ óñëîâèé íà ãðà-
íèöå îáëàñòè ñîïðÿæåíèÿ ïîêðûòèÿ è ïîäëîæêè íà òåðìîóïðóãóþ óñòîé÷èâîñòü
ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è î ñêîëüçÿùåì òåðìîôðèêöèîííîì êîíòàêòå æåñòêî-
ãî òåëà ñ ïîêðûòèåì íà óïðóãîé ïîäëîæêå èç äðóãîãî ìàòåðèàëà.

Ïîñòàíîâêà êîíòàêòíûõ çàäà÷

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè óïðóãîé ïîäëîæêè íà èçìåíåíèå
ãðàíèö îáëàñòè íåóñòîé÷èâûõ ðåøåíèé â ïðîñòðàíñòâå áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ
ðàññìàòðèâàþòñÿ äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè À, Á â ðàìêàõ ïëîñêîé äå-
ôîðìàöèè î ñêîëüæåíèè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ æåñòêîé ïîëóïëîñêîñòè ïî ïîâåðõ-
íîñòè óïðóãîãî òåïëîïðîâîäíîãî ïîêðûòèÿ, íèæíÿÿ ãðàíü êîòîðîãî ñöåïëåíà ñ ïîä-
ëîæêîé (îñíîâàíèåì) â âèäå óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè II èç äðóãîãî ìàòåðèàëà (ðèñ. 1).

Ñêîëüæåíèå íåäåôîðìèðóåìîé ïîëóïëîñêîñòè I ïî ïîâåðõíîñòè óïðóãîãî ïî-
êðûòèÿ íà êîíòàêòå ïðîèñõîäèò ñ ó÷åòîì êóëîíîâñêîãî òðåíèÿ è ðàçîãðåâà ïîêðû-
òèÿ îò òðåíèÿ. Â çàäà÷å À íà ãðàíèöå ïîêðûòèÿ ñ ïîäëîæêîé ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòî-
ÿííàÿ òåìïåðàòóðà, ñîâïàäàþùàÿ ñ íà÷àëüíîé. Â çàäà÷å Á òåïëîâîé ïîòîê èç ïîêðû-
òèÿ â ïîäëîæêó íà ãðàíèöå ñ ïîäëîæêîé (óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòüþ II) ðàâåí íóëþ.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è À:
à) ìåõàíè÷åñêèå
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),,0(),0( 1 tutu = (2)

);,0(),0( 1 tt σ=σ (3)

á) òåìïåðàòóðíûå

),,(),( thVf
x
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∂

∂
(4)

,0),0( =tT (5)

ãäå u(x, t), σ(x, t), T(x, t) − ñîîòâåòñòâåííî óïðóãèå ñìåùåíèÿ, íàïðÿæåíèÿ è òåìïå-
ðàòóðà â ïîêðûòèè; u1(x, t), σ1(x, t) − ñìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿ â ïîäëîæêå (óïðóãîé
ïîëóïëîñêîñòè II); Δ(t) − çàêîí âíåäðåíèÿ æåñòêîé ïîëóïëîñêîñòè I â ïîêðûòèå;
K − êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòåðèàëà ïîêðûòèÿ; f − êîýôôèöèåíò òðåíèÿ;
V − ñêîðîñòü ñêîëüæåíèÿ.

Ñìåùåíèÿ u1(x, t) è íàïðÿæåíèÿ σ1(x, t) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè x → −∞. Íà÷àëü-
íûå óñëîâèÿ çàäà÷è íóëåâûå:
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Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òåðìîóïðóãîñòè äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äåôîð-
ìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) ïîêðûòèÿ:
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óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ðàñ÷åòà èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû â ïîêðûòèè:
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óðàâíåíèå òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ ðàñ÷åòà ÍÄÑ óïðóãîé ïîäëîæêè:
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ãäå μ − ìîäóëü ñäâèãà, ν − êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, ρ − ïëîòíîñòü, a − ñêîðîñòü ïðî-
äîëüíîé óïðóãîé âîëíû, α − êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, κ − êîýôôèöèåíò òåì-
ïåðàòóðîïðîâîäíîñòè ìàòåðèàëà ïîêðûòèÿ; μ1, ν1, ρ1, a1 − ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðà-
ìåòðû ìàòåðèàëà ïîäëîæêè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Á ñâîäèòñÿ ê òåì æå äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì (1)−(10), ÷òî è çàäà÷à À, â êîòîðûõ ãðàíè÷íîå óñëîâèå (5) çàìåíÿ-
åòñÿ íà
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Çàêîí âíåäðåíèÿ æåñòêîé ïîëóïëîñêîñòè I â ïîâåðõíîñòü ïîêðûòèÿ Δ(t) èìååò
àêòèâíóþ ôàçó âíåäðåíèÿ íà 0 < t < tε è ïàññèâíóþ ôàçó íà tε < t < ∞ è ïðèíèìàåòñÿ
â âèäå

,)](H)(H)(H)1[()( 0 εε
ε −+−+−Δ=Δ tttttet t (13)

ãäå Δ0 (0 < Δ0 < h) − ãëóáèíà ìàêñèìàëüíîãî âíåäðåíèÿ æåñòêîé ïîëóïëîñêîñòè I â
óïðóãîå ïîêðûòèå, tε = ε−1ln 2 (ε > 0) − âðåìÿ àêòèâíîé ôàçû âíåäðåíèÿ, ε − ïàðà-
ìåòð çàêîíà âíåäðåíèÿ, H(t) − ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà.

Ðåøåíèå çàäà÷ À è Á

Ðåøåíèå ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ À (1)−(10), Á (1)−(4), (6)−(11) ñ ïîìîùüþ èíòåã-
ðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ êîíòóðíûõ êâàäðàòóð
îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè ïîëó÷åííûõ êâàä-
ðàòóð ÿâëÿþòñÿ ìíîãîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè, òàê êàê ñîäåðæàò òî÷êó âåòâëåíèÿ â
íà÷àëå êîîðäèíàò, è èõ âû÷èñëåíèå ïðèâîäèò ê ôîðìóëàì, àíàëîãè÷íûì ïîëó÷åí-
íûì â [23]:
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Â ôîðìóëå (19) J1(x, t) îáîçíà÷àåò èíòåãðàë âäîëü áåðåãîâ ðàçðåçà, ïðîâåäåííî-
ãî â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z îò òî÷êè z = 0 äî z = −∞ âäîëü îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè
äåéñòâèòåëüíîé îñè:
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×òîáû ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåìïåðàòóðû, ñìåùåíèé, íàïðÿæå-
íèé, â (20) âìåñòî ôóíêöèè N(x, z) ïîäñòàâëÿåòñÿ îäíà èç NT, Nu, Nσ(x, z) ñîîòâåò-
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.,
)21(/)1(2

)21/()1(2,
21

)1(2ˆ,
1

*
111

* a
aa

vv
vv

v
hv

K
VfV

ah
=

−−μ
−−μ

=μ
−
+μα

=
κ

=γ (32)

Â ñòàòüå [23] ðàññìàòðèâàëàñü äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè î ñêîëüæå-
íèè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ æåñòêîé ïîëóïëîñêîñòè ïî ïîâåðõíîñòè òåïëîïðîâîä-
íîãî óïðóãîãî ïîêðûòèÿ, íèæíÿÿ ãðàíü êîòîðîãî ñöåïëåíà ñ ïîäëîæêîé (îñíîâàíè-
åì) â âèäå òåïëîïðîâîäíîé óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè II èç äðóãîãî ìàòåðèàëà, â êîòî-
ðîé íà ãðàíèöå ìåæäó ïîêðûòèåì è ïîäëîæêîé áûëè çàäàíû óñëîâèÿ èäåàëüíîãî
òåïëîâîãî êîíòàêòà. Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ðåøåíèÿ çàäà÷è À (24)−(27)
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ôîðìóë ðåøåíèÿ çàäà÷è èç [23] ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè

,** / ∞→κK  à ôîðìóëû ðåøåíèÿ çàäà÷è Á (28)−(31) − ïðè ,0**/ →κK  ãäå K*,
κ* îòíîøåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè è òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè ìàòå-
ðèàëîâ ïîêðûòèÿ è ïîäëîæêè ñîîòâåòñòâåííî.

Ñðàâíåíèå îáëàñòåé óñòîé÷èâûõ
è íåóñòîé÷èâûõ ðåøåíèé ðàññìîòðåííûõ çàäà÷

Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ ôîðìóë ïðîâîäèëèñü èññëåäîâàíèÿ ãðàíèöû îáëàñòè
íåóñòîé÷èâûõ ðåøåíèé â ïðîñòðàíñòâå áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (32) â çà-
âèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è μ* è V̂  ïðè ôèêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ ïàðàìåò-
ðàõ. Íà ðèñ. 2 â ïëîñêîñòè ,V̂  μ* ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ãðàíèöû ìåæäó îáëàñòÿìè
óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ðåøåíèé çàäà÷è èç [23] (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), çàäà÷è À
(øòðèõîâàÿ), çàäà÷è Á (øòðèõïóíêòèðíàÿ). Çíà÷åíèå γ ôèêñèðîâàëîñü è ïîëàãàëîñü
ðàâíûì 10−1, â òî âðåìÿ êàê a* îïðåäåëÿëîñü ïî ôîðìóëå .** μ=a  Êàê âèäíî èç
ðèñ. 2, ñóùåñòâóåò äèàïàçîí çíà÷åíèé μ*, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèÿ çàäà÷è èç [23] è
çàäà÷è Á óñòîé÷èâû ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ,V̂  â òî âðåìÿ êàê äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è À
îáëàñòü íåóñòîé÷èâûõ ðåøåíèé ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ μ*.

Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé çàäà÷ À, Á îïðåäåëÿþòñÿ íóëÿìè
ôóíêöèé (27) è (31) è ïîýòîìó çàâèñÿò òîëüêî îò γ, ,V̂  μ*, a*. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â
óñëîâèÿõ çàäà÷ À è Á íà óñòîé÷èâîñòü èëè íåóñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé âëèÿþò ëèøü
óïðóãèå ñâîéñòâà ïîäëîæêè è íå âëèÿþò òåìïåðàòóðíûå. Ñðàâíèâàÿ îáëàñòè óñòîé-
÷èâîñòè ðåøåíèé çàäà÷è èç [23] è çàäà÷ À, Á, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 2, ìîæíî îáíà-
ðóæèòü, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ μ* îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñîâïà-
äàþò è çàâèñÿò òîëüêî îò óïðóãèõ ñâîéñòâ ïîäëîæêè.

−2                  −1                   0                     1                  lg μ*

0
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V^
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Çàêëþ÷åíèå

Ñðàâíåíèå îáëàñòåé óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ðåøåíèé çàäà÷ î ñêîëüæåíèè
æåñòêîãî òåëà ïî ïîâåðõíîñòè ïîêðûòèÿ íà óïðóãîé ïîäëîæêå ïîêàçàëî, ÷òî ïàðà-
ìåòðè÷åñêèå ãðàíèöû ìåæäó ýòèìè îáëàñòÿìè ñîâïàäàþò ïðè ðàññìîòðåííûõ óñ-
ëîâèÿõ òåïëîâîãî êîíòàêòà ìåæäó ïîêðûòèåì è ïîëóïëîñêîñòüþ, åñëè ïîêðûòèå
ñóùåñòâåííî æåñò÷å èëè ìÿã÷å ïîäëîæêè, ÷òî ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì
lg μ* > 0,5 è lg μ* < −0,5. Êðîìå òîãî, ýòè ãðàíèöû ñîâïàäàþò ñ ãðàíèöàìè, ïîëó÷åí-
íûìè â [23] äëÿ ñëó÷àÿ èäåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòà ìåæäó ïîêðûòèåì è ïîä-
ëîæêîé. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ æåñòêîñòü ïîêðûòèÿ è ïîäëîæêè
ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì îïðåäåëÿþùèì ôàêòîðîì óñòîé÷èâîñòè ñêîëüçÿùåãî ôðèêöèîí-
íîãî êîíòàêòà.
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THE EFFECT OF THE CONDITIONS OF A THERMAL CONTACT BETWEEN
 A COATING AND AN ELASTIC SUBSTRATE ON THE THERMAL

ELASTODYNAMIC INSTABILITY OF A SLIDING FRICTIONAL CONTACT
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Constant velocity sliding of a rigid body along the surface of a thermal-elastic coating on an elastic
substrate of another material in the presence of friction and frictional heat emission along the
contact is considered. The condition of either thermal isolation or unbounded thermal flux is assigned
along the coating/substrate interface. The solution of the corresponding problems of thermal elasticity
is obtained in contour quadratures of the inverse Laplace transform. Based on the analysis of the
poles of the quadrature integrands of the solution of the problem, regions of stable and unstable
solutions of the problem are determined, as well as the boundary between them, which depends on
the problem parameters. The regions of stable and unstable solutions are compared for the conditions
of the thermal contact analyzed in this paper, as well as for the case of an ideal thermal contact.

Keywords: thermal-elastic instability, sliding, friction, dynamics, coating, elastic substrate, thermal
contact conditions.


