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УДК 539.3

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОЙ ФОРМЫ ШТАМПА
ПРИ НАЛИЧИИ ВЕРОЯТНОСТНОЙ ИНФОРМАЦИИ

О ВНЕШНИХ ВОЗДЕЙСТВИЯХ*)

Н.В. Баничук1, С.Ю. Иванова1, Е.В. Макеев1, Ф. Рагнедда2

1Институт проблем механики РАН, Москва,
2Университет г. Кальяри, Италия

Исследуются задачи оптимизации формы жесткого штампа, взаимодейст-
вующего с упругой средой. Внешние силы, прикладываемые к упругой среде,
рассматриваются как случайные величины, имеющие заданные вероятностные
характеристики. Найдены оптимальные формы для штампов, имеющих в плане
форму круга.

Ключевые слова: оптимизация конструкций, контактное взаимодействие,
вероятностный подход.

1. Рассматривается равновесие жесткого штампа, контактирующего без трения
с упругой средой. Предполагается, что упругая среда заполняет полупространство
z > 0 в ортогональной системе координат xyz и характеризуется упругими констан-
тами E (модуль Юнга) и ν (коэффициент Пуассона). Плоскость Ω: z = 0, ограничи-
вающая упругую среду, содержит область Ωf  (основание штампа) и область приложе-
ния внешних нагрузок Ωq , причем .0=ΩΩ qf ∩  Область рассматриваемой плоскос-
ти  Ω0 = Ω − Ωf − Ωq предполагается свободной от внешних воздействий. Рас-
сматриваемый в работе штамп имеет форму тонкостенной оболочки, описываемой
уравнениями

.),(,0;),(),,( ff yxzyxyxfz Ω∂∈=Ω∈=

В дальнейшем предполагается, что функция f (x, y) является положительной, не-
прерывной и гладкой. Данная функция рассматривается в качестве неизвестной
переменной проектирования. Внешние силы q = {qx , qy , qz }, прикладываемые к
области Ωq , рассматриваются как случайные величины (в том смысле, что случай-
ными являются координаты точки приложения силы) с заданной функцией g(ξ, η)
плотности распределения случайных величин ξ, η:

.,,),,,,( zyxiyxqq ii =ηξ=
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Для рассматриваемых в работе задач удобно воспользоваться усеченной вероят-
ностной плотностью, определяемой следующим образом:
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где ),(~ ηξg  − заданная положительная функция, для которой

.),(~ π=Ωηξ∫
Ωq

qdg

Тильда в дальнейшем опускается. Предполагается, что граничные условия в областях
контакта Ωf , приложения внешних сил Ωq и в ненагруженной области Ω0 имеют
вид:

;),(),,(,0,0 fyzxz yxyxfw Ω∈==σ=σ (1)

;),(),,,,(),,,,(),,,,( qzzzyyzxxy yxyxqyxqyxq Ω∈ηξ=σηξ=σηξ=σ (2)

.),(,0 0Ω∈=σ=σ=σ yxzzyzxz (3)

Условия контакта с отсутствием трения (1) и условия нагружения (2), (3) содержат
компоненты тензора напряжений σxz ,  σyz ,  σzz и компоненту w вектора перемещений
{u, v, w}, где u, v и w − проекции данного вектора на оси x, y и z. Предположим, что
система определяющих уравнений линейной теории упругости с граничными усло-
виями (1)−(3) решена. Тогда распределение давления p (x, y), действующего в области
Ωf , известно, а величины внешних воздействий на штамп (суммарная сила P, момен-
ты сил Mx и My) в предположении о равновесии системы даются выражениями
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Ω=Ω=Ω=
fff
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При этом рассматриваемая в дальнейшем задача оптимизации формы штампа
заключается в отыскании неизвестной переменной проектирования f (x, y) = f *, для
которой оптимизируемый функционал  J (масса штампа-оболочки) достигает мини-
мума:

)(min)( ** fJfJJ
f

==
при ограничениях

,...,,2,1,0),,( miMMP yxi =≤Ψ (4)

наложенных на математические ожидания суммарной силы и полных моментов,
которые определяются равенствами

).,(,),()(,),()( yxjdgMMMdPgPP
qq

qjjjq =Ωηξ==Ωηξ== ∫∫
ΩΩ

EE (5)

В частности, ограничения (4), (5) могут быть представлены в виде равенств

),,(,)(,)( ** yxjMMPP jj === EE

где 
**, xMP  и 

*
yM  − заданные положительные параметры задачи.

Перейдем к определению сил и моментов, прикладываемых к штампу. С этой
целью воспользуемся теоремой Бетти и рассмотрим вспомогательный штамп, имею-

^ ^ ^

^ ^
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щий плоскую форму основания [1]: ,),(,),(0
fyxyxyxfz Ω∈γ+β+α==  α, β, γ −

константы.
Аналитическое решение соответствующей контактной задачи для плоского

штампа в случае

,),(,0),(),(),( qzyx yxyxqyxqyxq Ω∈===

записывается в виде

,),(),,(),(),(),( 0000
fyxyxpyxpyxpyxp Ω∈γ+β+α= γβα

,),(),,(),(),(),( 0000
qyxyxuyxuyxuyxu Ω∈γ+β+α= γβα

,),(),,(),(),(),( 0000
qyxyxvyxvyxvyxv Ω∈γ+β+α= γβα

(6)

.),(),,(),(),(),( 0000
qyxyxwyxwyxwyxw Ω∈γ+β+α= γβα

Функции )),((),(),,(),,( 000
fyxyxpyxpyxp Ω∈γβα  и ),(...,),,(),,( 000 yxwyxuyxu γβα

)),(( qyx Ω∈  не зависят от констант α, β, γ и для плоского, кругового в плане штампа
):( 222 ayxf ≤+Ω  имеют вид
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где a − радиус области Ωf и 
22 yxr +=  [1, 2].

Если функции (6) определены для плоского штампа (z = w(x, y) = f 0(x, y)), то
определение действующих на оптимальный штамп силы P и моментов Mx , My су-
щественно упрощается. С использованием теоремы Бетти [1,3] можно показать,
что

,,),()(),()( yxjqMfMMqPfPP q
j

f
jjqf =−=−= (8)
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где 
f
jf MfP ),(  − заданные выражения,
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а величины ),(),( qMfP q
jq  зависящие от случайных сил qx , qy , qz , даются равен-

ствами
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Рассмотрим случай круговой области }{ 222 ayxf ≤+=Ω  и прямоугольной об-
ласти }.,{ 2121 yyyxxxq ≤≤≤≤=Ω  Предположим, что сосредоточенные нагрузки

),(),,(),,( 000 η−ξ−δ=η−ξ−δ=η−ξ−δ= yxQqyxQqyxQq zzyyxx

приложены к некоторой точке (ξ, η) ∈  Ωq со случайными координатами ξ и η, ,0
xQ

00 , zy QQ  и x1 , x2 , y1 , y2  − заданные константы, а )()(),( η−δξ−δ=η−ξ−δ yxyx  −
δ-функция Дирака. Пусть x1 > a, то есть .0=ΩΩ qf ∩  В этом случае будем иметь:

),,(),(),()( 000000 ηξ+ηξ+ηξ= ααα wQvQuQqP zyxq

),,(),(),()( 000000 ηξ+ηξ+ηξ= γγγ wQvQuQqM zyx
q
x (10)

).,(),(),()( 000000 ηξ+ηξ+ηξ= βββ wQvQuQqM zyx
q
y

Полагая внешние сосредоточенные нагрузки qj = qj (x, y), прикладываемые к
области },,{ 2121 yyyxxxq ≤≤≤≤Ω  независимыми случайными величинами,
представим плотность вероятности g(ξ, η) в виде

).()(),( ηξ=ηξ= ηξ gggg

В случае однородного распределения случайных величин
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Соответствующие gξ(ξ), gη(η) функции распределения Fξ(ξ) и Fη(η) даются
выражениями
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Математические ожидания прикладываемых к штампу силы и моментов даются
формулами
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)),(()()( qPfPpP qf EE −==
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или, с учетом представлений (10), (11),
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где ))((mes 1212 yyxxS q −−=Ω=  − площадь области приложения внешних на-
грузок.

2. Рассмотрим задачу оптимизации формы жесткого штампа-оболочки, заклю-
чающуюся в минимизации функционала

ff
f

dfJ min)(
2

2 →Ω∇ρ= ∫
Ω

(13)

при ограничениях

,,, ***
yyxx MMMMPP === (14)

наложенных на величины силы и моментов. Здесь ρ = hρ0 (h − толщина оболочки,
ρ0 − плотность материала оболочки), ∇  − оператор градиента, а *** ,, yx MMP  − задан-
ные параметры задачи. Функционал (13) представляет собой часть массы оболочки,
зависящую от искомой переменной проектирования f (x, y), описывающей форму
оболочки.

Используя формулы (13), (8), (9), (12), составим расширенный функционал Ла-
гранжа
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где функции ),(),( 00 θβα rprp  и ),(0 θγ rp  записываются в виде
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а множители Лагранжа λα , λβ , λγ определяются при помощи соотношений (14).
Радиус r и угол θ принадлежат области }.20,0{ π≤θ≤≤≤=Ω arf  Необходимые
условия оптимальности функционала (15) (уравнения Эйлера) и граничные условия
для искомой функции f составляют следующую однородную граничную задачу:
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.20,0),( π≤θ≤=θ =arrf (17)

Искомое ограниченное решение уравнения Пуассона (16) с краевыми условиями
Дирихле (17) удобно представить в следующей форме:

),,(),()(),( θ+θ+=θ γβα rfrfrfrf

).,(),(),,(),(),()( θχλ=θθχλ=θχλ= γγγβββααα rrfrrfrrf

Функции формы χi (i = α, β, γ) должны удовлетворять краевым задачам

),,(0,1 0 γβα==χ
ρ

−=χ∆ = ip ariii (18)

и условию ограниченности: χi < ∞ при r → 0. Множители Лагранжа λi (i = α, β, γ)
определяются при помощи изопериметрических условий (14), которые приводят к
системе трех линейных алгебраических уравнений

,*
αγαγβαβααα +=λ+λ+λ BPAAA

,*
βγβγβββαβα +=λ+λ+λ BMAAA y (19)

,*
γγγγβγβαγα +=λ+λ+λ BMAAA x

где коэффициенты Aij и величины Bi определяются формулами
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Принимая во внимание, что в случае i = α функция )(00 rpp αα =  является осесим-
метричной (относительно оси z), и решая краевую задачу (18) с i = α, найдем соот-
ветствующую функцию формы:
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Если  i = β,  γ, соответствующие решения краевых задач (18) для уравнения Пуассона
с граничными условиями Дирихле могут быть найдены в аналитической форме.
Для отыскания функции формы χβ(r, θ) запишем уравнение (18) в виде
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и представим решение этого уравнения как

.cos)(),( 0 θχ=θχβ rr (23)

Подставляя (23) в (22) и выполняя элементарные преобразования, получим обыкно-
венное дифференциальное уравнение для функции χ0(r):
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Выполнив интегрирование в (24), найдем
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)(
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2)( 223220 DrCraKrr ++−

ρ
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где C и D − произвольные константы интегрирования. Для отыскания их используем
граничное условие (18) (χ0(a) = 0) и условие ограниченности решения:   χ0(0) < ∞.
В результате получим

ρ
=

ρ
−=

3
2,

3
4 3KaDaKC

и, следовательно, функция формы χβ(r, θ) запишется в виде
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Аналочичным образом найдем функцию формы χγ(r, θ):
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Отметим теперь некоторые свойства функций формы χα(r) = χα(x, y), χβ(r, θ) =
= χ

β
(x, y), χ

γ
(r, θ) = χγ(x, y). Как видно из выражений (7), для функций 000 ,, γβα ppp спра-

ведливы следующие равенства:

),,(),(),,(),( 0000 yxpyxpyxpyxp ββββ =−−=−

).,(),(),,(),( 0000 yxpyxpyxpyxp γγγγ −=−=−

Следовательно, решения краевых задач (18) характеризуются соотношениями сим-
метрии:

),,(),(),,(),( yxyxyxyx ββββ χ=−χχ−=−χ

).,(),(),,(),( yxyxyxyx γγλγ χ−=−χχ=−χ

Учитывая соотношения симметрии и формулы (20), для коэффициентов системы
уравнений (19), получим

.0====== βγγβαγαββαγα AAAAAA

Следовательно, решение системы уравнений (19) имеет вид
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Найденные функции формы показаны на рис. 1−3 для значения параметра a =
= 1. Осесимметричная функция формы, отвечающая случаю учета только ограниче-
ния на внешние нагрузки и определяемая выражением (21), представлена на рис. 1,
где вдоль оси 0z отложена величина χαρπ(1 − ν2)/E. Рис. 2 соответствует случаю,
когда учитывается ограничение на величину момента My . Здесь вдоль оси 0z отложе–
на величина χβ3ρπ(1 − ν2)/(2E). Величина χγ3ρπ(1 − ν2)/(2E), представленная на
рис. 3, характеризует функцию формы при учете ограничения на момент Mx . Видно,
что функции формы, показанные на рис. 2−3, не являются осесимметричными.
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Рис. 2
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OPTIMAL STAMP SHAPE UNDER PROBABILISTIC DATA
CONCERNING EXTERNAL LOADING

 N.V. Banichuk,  S.Yu. Ivanova,  E.V. Makeev,  F. Ragnedda

The problems of a rigid stamp shape optimization are investigated taking into account the interaction
of the stamp with an elastic medium. The external forces applied to the elastic medium are considered
as random values having given statistic characteristics. The optimal shapes are found for the stamps
having circular shape in plan.

Key words: structural optimization, contact interaction, probabilistic approach.


