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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ
СЛОЖНОГО ПЛАСТИЧЕСКОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ

КОНСТРУКЦИОННЫХ СТАЛЕЙ
ПО ЗАМКНУТЫМ ТРАЕКТОРИЯМ

НЕПРОПОРЦИОНАЛЬНОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ
ПРИ МАЛОЦИКЛОВОМ НАГРУЖЕНИИ*)

Ю.Г. Коротких, И.А. Волков, И.С. Тарасов, А.Н. Бородой
Волжская государственная академия водного транспорта,

Нижний Новгород

Для оценки степени адекватности и определения границ применимости
теории пластичности с кинематическим и изотропным упрочнением проведены
численные исследования сложного пластического деформирования ряда кон-
струкционных сталей по замкнутым траекториям непропорционального нагру-
жения при малоцикловых испытаниях и выполнено сравнение полученных
численных результатов с данными натурных экспериментов и численными ре-
зультатами, полученными другими авторами. Показано, что предлагаемая мо-
дель качественно и количественно описывает основные эффекты сложного
пластического деформирования металлов при произвольных непропорциональ-
ных путях малоциклового нагружения.

Ключевые слова: пластичность, сложное деформирование, малоцикловое
нагружение, траектория деформирования, напряженно-деформированное
состояние.

1. Введение
Экспериментальные исследования [1−8] упругопластического деформирования

металлов (в основном нержавеющих сталей) при непропорциональном циклическом
нагружении показали, что изотропное упрочнение значительно превышает упрочне-
ние при пропорциональном циклическом нагружении. Это явление было названо
эффектом дополнительного упрочнения [9] или локального дополнительного упроч-
нения [6]. На рис. 1 приведены результаты экспериментальных исследований нержа-
веющей стали 316 (аналога отечественных нержавеющих сталей) при монотонном
(кривая 1) и циклических пропорциональных (кривая 2) нагружениях, а также при
циклических непропорциональных нагружениях по траекториям деформаций (жест-
кое нагружение) в виде окружностей с центром в начале координат (кривая 3) [4].
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По оси абсцисс отложены значения амплитуды циклических пластических дефор-
маций ∆e 

p/2, а по оси ординат − значение максимальной интенсивности напряжений
max
uσ  в состоянии циклической стабилизации. Видно существенное дополнительное

изотропное упрочнение, которое увеличивается с увеличением амплитуды цикличес-
ких пластических деформаций.

Эффект дополнительного упрочнения зависит от вида траектории циклического
непропорционального нагружения. На рис. 2 приведены результаты эксперименталь-
ных исследований нержавеющей стали 316 при циклических пропорциональных
(кривая 1) и непропорциональных нагружениях по траекториям в виде «креста»
(кривая 2), и в виде «окружности» (кривая 3) [5]. Амплитуда циклических пласти-
ческих деформаций для всех траекторий нагружения была одинакова и равна 0,002.
По оси абсцисс отложена накопленная пластическая деформация ,рие  а по оси ор-
динат − значение максимальной интенсивности напряжений в цикле .max

uσ  Видно
существенное отличие дополнительного упрочнения для разных траекторий непро-
порционального нагружения. Как показывают экспериментальные исследования,
наибольшим дополнительным упрочнением обладает непропорциональное нагруже-
ние по траектории в виде окружности [4, 5].

Очевидно, что отмеченный эффект дополнительного упрочнения при цикли-
ческом непропорциональном деформировании необходимо учитывать в расчетах
процессов сложного нагружения.

Впервые описание эффекта дополнительного упрочнения при циклическом не-
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пропорциональном нагружении предпринято Беналлалом и Марки [10]. Основой
этой теории послужили определяющие соотношения, предложенные Шабошем [11].
Несколько иное построение теории, учитывающей эффект дополнительного изо-
тропного упрочнения, содержится в работе [12]. Учет эффекта дополнительного
изотропного упрочнения осуществляется и в эндохронной теории пластичности
[13].

В работе [9] в качестве варианта описания дополнительного циклического упро-
чнения предложена аппроксимация функции упрочнения, включающая пять мате-
риальных параметров (констант), определяемых из опытов на циклическое пропор-
циональное и непропорциональное нагружение, что в значительной мере усложняет
определяющие соотношения пластичности при циклическом непропорциональном
нагружении. В рамках теории упругопластических процессов А.А. Ильюшина, раз-
витой в работах В.Г. Зубчанинова, для описания этого эффекта в [6] предложен один
из возможных вариантов аппроксимации определяющих функций пластичности,
применяемых в рамках гипотезы компланарности.

В [14, 15] развита математическая модель термопластичности с кинематическим
и изотропным упрочнением, описывающая процессы сложного пластического
деформирования конструкционных материалов (металлов и их сплавов) при моно-
тонных и циклических, пропорциональных и непропорциональных режимах термо-
силового нагружения.

Для скорости изменения радиуса поверхности текучести Cp (изотропное упроч-
нение) с учетом разделения процессов монотонного и циклического нагружения,
принимается следующая структура:

,)]()()([ 3TqFГCQaFHqС psp +χ−+= ρρχ (1)

,,)(,
3
2,

21

∫∫∫ χ=χχ=χ




=χ+= ρ

t

o

t

o
m

p
ij

p
ij

t

o
p

o
pp dtdtFHeeCCC (2)

,2,1,10,
)1(
)1(,

)1(
)1(

2

122

1

112 =≤ψ≤
−+ψ
−+ψ=

−+ψ
−+ψ=χ i

AA
QААQQ

AA
qААqq is

,
)(

,
)(

cos,сos1 2121,2

ijij

ijs
ij

ijij

ije
ij

s
ij

е
ij SS

S
n

ee
e

nnnA =
′′
′

==θθ−=

).(1)(,00,0
00,1

)( ρρ
ρ

ρ
ρ −=













≤ρρ∨<

>ρρ∧=
= FНFГ

iF
F

FН
ijj

ijij
(3)

Здесь q1 , q2 , q3  − модули изотропного упрочнения, Q1 и Q2 − модули циклического
изотропного упрочнения, a − постоянная, определяющая скорость процесса стаци-
онирования петли гистерезиса циклического деформирования материала, Qs −
стационарное значение радиуса поверхности текучести при данных ρmax (макси-
мально допускаемое смещение центра поверхности текучести) и T,  o

pC  − начальное
значение радиуса поверхности текучести, χm , χ − длина траектории пластического
деформирования при монотонном и циклических режимах нагружения соответс-
твенно.

В уравнении (1) первый член описывает изотропное упрочнение в результате
монотонного пластического деформирования (H(Fρ ) = 1 и Γ (Fρ ) = 0), второй член
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описывает циклическое упрочнение материала (H(Fρ ) = 0 и Γ (Fρ ) = 1), а третий −
изменение радиуса поверхности текучести при изменении температуры.

Модуль изотропного упрочнения qχ учитывает изменение изотропного упроч-
нения материала в зависимости от направления деформирования в данной точке,
которое характеризует угол θ между вектором приращения девиатора деформаций,
имеющим направляющие косинусы ,e

ijn  и нормалью к поверхности текучести в точ-
ке, определяемой направляющими косинусами .s

ijn  При пропорциональном нагру-
жении θ = 0, A = 0 и qχ = q1 , где q1 − модуль изотропного упрочнения материала при
пропорциональном нагружении (одноосном растяжении материала). При непропор-
циональном нагружении θ = π/2, A = 1 и qχ = q2 , где q2 − модуль упрочнения при
нагружении по касательной к поверхности текучести (нейтральное нагружение).

Аналогично для циклического изотропного упрочнения при циклическом про-
порциональном нагружении θ = 0 и Qs = Q1, а при циклическом непропорциональ-
ном нагружении θ = π/2 и Qs = Q2. Тарировочные (весовые) коэффициенты ψ1 и ψ2
− параметры, позволяющие корректировать влияние модулей q1, q2, Q1, Q2 на изо-
тропное упрочнение материала.

При стационарном циклическом деформировании материала с постоянной ам-
плитудой деформаций и T = const (ρmax = const, Qs = const), радиус поверхности
текучести Cp стремится к Qs = const, и параметры петли гистерезиса стремятся к
своему стационарному значению, определяемому значением Qs , зависящему от теку-
щих значений T и ρmax .

Уравнение для смещения поверхности текучести основано на гипотезе А.А. Иль-
юшина, заключающейся в том, что упрочнение зависит от истории деформирования
лишь на некоторой ближайшей части траектории (запаздывание векторных свойств).
Эволюция внутренней переменной ρij , описывающей анизотропию упрочнения пла-
стического деформирования материала, применяется в виде:
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где g1 > 0, g2 > 0, g3 > 0 − модули анизотропного упрочнения (функции температуры).
Ниже проведена оценка применимости определяющих соотношений термоплас-

тичности [14, 15] путем сопоставления полученных численных результатов с опуб-
ликованными в [6−8] экспериментальными данными и численными результатами
по исследованию процессов непропорционального циклического пластического
деформирования конструкционных сталей по замкнутым траекториям при сложном
нагружении.

2. Сравнение численных результатов
с экспериментальными данными

В [6−8] приведены результаты экспериментальных исследований пропорци-
онального и непропорционального циклического упругопластического деформиро-
вания конструкционных материалов (металлов и их сплавов), которые были полу-
чены в лаборатории механических испытаний кафедры сопротивления материалов,
теории упругости и пластичности Тверского государственного технического универ-
ситета на автоматизированном расчетно-экспериментальном комплексе СН-ЭВМ
под общим руководством профессора В.Г. Зубчанинова. Эксперименты были выпол-
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нены при нормальной температуре T = 20o C на тонкостенных цилиндрических
образцах с длиной рабочей части l = 110 мм, толщиной стенки h = 1 мм и радиусом
срединной поверхности R = 15,5 мм. Материалы образцов − сталь 45, сталь
Х16Н9Г2С, сталь 9Х2, сплав Д16 и др. Образцы нагружались осевой силой P,
внутренним давлением q и крутящим моментом M. Компоненты тензоров напря-
жений и деформаций в рабочей части образца вычислялись по формулам:

,0,2,,2 231333
2

122211 =σ=σ=σπ=σ=σπ=σ RhMhqRRhР

,2,, 122211 lReRRelle ϕ=∆=∆=

где ∆l − изменение длины, ϕ  − угол закручивания образца.
В опытах измерялись деформации e11 , e22 , e12 и напряжения σ11 , σ22 , σ12 в

рабочей части образца. Векторы напряжений σ  и деформаций ε  в трехмерном сов-
мещенном подпространстве девиаторов с общим неподвижным репером }{ κe  имеют
вид:

).3,2,1(, =κ== κκκκ ее ЭS εσ (5)

Компоненты векторов Sκ , Эκ векторов напряжений и деформаций и их модули
σ, ε вычислялись по формулам:
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При обработке экспериментальных данных принималось условие несжимаемос-
ти e11 + e22 + e33 = 0 и считалось, что σ33 = 0 [6−8].

Эксперименты выполнены по схеме жесткого нагружения. В качестве траекто-
рий сложного нагружения исследовались траектории постоянной кривизны в плос-
кости Э1 − Э3 девиаторного пространства деформаций А.А. Ильюшина.

Экспериментально обнаружено [4−6], что максимальная степень дополнитель-
ного циклического упрочнения проявляется на траекториях постоянной кривизны.
Причем эксперименты на стали 45 показали [6], что уже в начале третьего цикла
траектория нагружения стабилизируется при дополнительном упрочнении порядка
15−25%. Аналогичный эффект наблюдался на стали 9Х2 и сплаве Д16 [6, 7].

Для стали Х16Н9Г2С наблюдалось существенно большее дополнительное цик-
лическое упрочнение, чем у вышеперечисленных материалов [6]. Эксперименты
также показали, что степень циклического упрочнения материала, как на первом
витке, так и в целом на траектории, существенно зависит от кривизны траектории
деформирования и возрастает с уменьшением радиуса кривизны [6].

При численном моделировании данных экспериментальных процессов с исполь-
зованием развитых определяющих соотношений упругопластичности [14, 15] за-
данными являлись экспериментальные траектории деформаций (закономерности
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изменения компонент тензора деформации eij (t)), а траектории напряжений получа-
лись в результате интегрирования определяющих соотношений упругопластичности
по заданной истории изменения eij . Полученные численные результаты сопоставля-
лись с экспериментальными данными.

Результаты испытаний для траектории деформирования постоянной кривизны
k1 = 161, реализуемой из начала координат в плоскости Э1 − Э3 девиаторного
пространства деформаций, их сравнение с численными решениями [6], получен-
ными по другим модельным представлениям, приведены на рис. 3, 4. Материал
образцов − сталь 45. Расчетный анализ процесса деформирования лабораторного
образца с использованием модели пластичности с кинематическим и изотропным
упрочнением проводился при следующих материальных параметрах для стали 45:
модуль сдвига  G = 76923 МПа, модуль объемного сжатия  K = 166667 МПа, началь-
ный радиус поверхности текучести МПа,300=о

рС  модули анизотропного упрочне-
ния g1 = 800 МПа, g2 = 20 МПа (ввиду отсутствия надежных экспериментальных
данных для стали 45 моделировалось только кинематическое упрочнение).

На рис. 3 представлена диаграмма сложного пластического деформирования
σ − ε; на рис. 4 − отклик на программу испытаний в векторном пространстве напря-
жений.
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Сплошными линиями 1 на рис. 3, 4 обозначены численные результаты, полу-
ченные авторами, пунктирными линиями 2 − опытные данные [6], жирными ли-
ниями 3 отмечены численные решения [6]. Видно качественное и количественное
совпадение опытных и модельных представлений. В среднем по длине дуги реализо-
ванной траектории деформаций различие экспериментальных и расчетных величин
Si (i = 1, 3) не превышает 9%, что лежит в рамках естественного разброса экспери-
ментальных данных при простом нагружении для данного материала.

В следующем примере представлены результаты исследования непропорцио-
нального циклического упругопластического деформирования цилиндрической обо-
лочки, выполненной из стали Х16Н9Г2С, при растяжении с кручением по замкнутым
криволинейным траекториям постоянной кривизны в плоскости Э1 − Э3 . Оболочка
была растянута до значения ,018,0max

1 =Э  после чего в плоскости Э1 − Э3  реализо-
вывалось три витка траектории постоянной кривизны k1 = 100, причем Э 

max на окруж-
ности было равно 0,018.

Для расчета использовались физико-механические характеристики и матери-
альные параметры определяющих соотношений стали Х16Н9Г2С, приведенные в
табл. 1−3 (моделировалось кинематическое и изотропное упрочнение).

Таблица 1
Физико-механические характеристики и параметры стали Х16Н9Г2С

K, МПа G, МПа E, МПа α, град−1 Cp
0, МПа g1 , МПа g2 , МПа a

116789 60220 154162 0,0000166 130 40000 400 35

Таблица 2
Модуль монотонного упрочнения q1(χ) стали Х16Н9Г2С при T = 20o C

Таблица 3
Модуль циклического упрочнения Q1(ρmax) стали Х16Н9Г2С при T = 20o C

На рис. 5 изображена диаграмма сложного пластического деформирования стали
Х16Н9Г2С; на рис. 6 − отклик на программу испытаний в векторном пространстве
напряжений. Сплошными линиями 1 на рис. 5, 6 обозначены численные результаты
авторов, пунктирными линиями 2 − опытные данные [6], буквами A, B, C, D отме-
чены начала соответствующих витков.

Видно, что даже на четвертом витке траектории параметры напряженного сос-
тояния не стабилизируются и дальнейшее продолжение процесса сопровождается
ростом σ в текущей точке траектории (отметим, что эксперимент был остановлен в
связи с исчерпанием функциональных возможностей силовых агрегатов испы-
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тательного комплекса по нагрузкам [6]). При этом величина модуля вектора напряже-
ния в начале четвертого витка приблизительно на 70% превышает значение σ в
точке излома (см. рис. 6).

Различие расчетных и экспериментальных величин σ и компонент вектора на-
пряжений Si (i = 1, 3) по длине дуги траектории не превышает 15%, что лежит в
рамках естественного разброса экспериментальных данных при простом нагруже-
нии для данного материала.

В целом, анализируя полученные численные результаты в сравнении с экспе-
риментальными данными, можно отметить качественное и количественное совпа-
дение модельных представлений с опытными данными [6] по сложному пластичес-
кому деформированию конструкционных сталей при малоцикловом нагружении.
Некоторое отличие расчетных значений от экспериментальных данных может быть
объяснено, в частности, неточностями при задании материальных параметров и
тем фактом, что при обработке экспериментальных данных принималось условие
несжимаемости материала.
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3. Заключение
Проведена оценка адекватности определяющих соотношений модели пластич-

ности с изотропным и кинематическим упрочнением [14, 15] путем сопоставления
результатов численных экспериментов с опытными данными по сложному пласти-
ческому деформированию по замкнутым траекториям при малоцикловом нагруже-
нии, которая подтвердила правильность моделирования процессов сложного пласти-
ческого деформирования конструкционных материалов (металлов и их сплавов).
Отмечено, что адекватное описание сложного пластического деформирования кон-
струкционных материалов при циклическом нагружении невозможно в рамках мо-
дельных представлений для описания монотонных процессов деформирования. По-
казано, что в рамках развитых модельных представлений [14, 15] учесть эффект
дополнительного упрочнения материалов при деформировании по замкнутым траек-
ториям непропорционального нагружения с точностью, достаточной для инженер-
ных расчетов, можно без введения дополнительных материальных параметров в
законах упрочнения [9] и без построения сложных аппроксимаций определяющих
функционалов пластичности [6].
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NUMERICALLY ANALYSING THE PROCESSES OF COMPLEX PLASTIC
DEFORMATION OF STRUCTURAL STEELS FOLLOWING THE CLOSED

TRAJECTORIES OF NONPROPORTIONAL DEFORMATION
UNDER LOW-CYCLE LOADING

Yu.G. Korotkikh, I.A. Volkov, I.S. Tarasov, A.N. Borodoy

To assess the adequacy and to determine the scope of applicability of the theory of plasticity with
cinematic and isotropic hardening, complex plastic deformation of a number of structural steels
following the closed trajectories of nonproportional loading in low-cycle tests have been studied,
and the numerical results obtained have been compared with the data from the full-scale experiments
and numerical results obtained elsewhere. The present model is shown to qualitatively and
quantitatively describe the main effects of complex plastic deformation of metals with arbitrary
nonproportional paths of low-cycle loading.

Key words: plasticity, complex deformation, low-cycle loading, deformation path, stressed-strained
state.


