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УДК 539.3

О ПРОНИКАНИИ В УПРУГОПЛАСТИЧЕСКУЮ СРЕДУ
ЖЕСТКИХ НЕОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ТЕЛ*)

Н.В. Баничук, С.Ю. Иванова, Е.В. Макеев
Москва

Рассматриваются задачи проникания в упругопластическую среду жестких
заостренных и затупленных тел в рамках двухстадийной модели Форрестола.
Формулируются задачи оптимизации формы ударников, проникающих на мак-
симальную глубину, при ограничениях на их длину и объем. В качестве пере-
менной проектирования принимается число граней пирамидального ударника,
а в качестве оптимизируемого функционала − глубина проникания. Результаты
численных исследований представлены для различных тел и различных
параметров задачи. Исследуется влияние параметров затупленного пирами-
дального проникающего тела на величину оптимизируемого функционала.

Введение
Задачи о контактном взаимодействии жесткого тела и деформируемой среды

являются очень сложными и важными в теории проникания и пробивания. Эти зада-
чи важны как в теоретическом, так и в практическом аспектах. Исследование таких
процессов основывается на экспериментальных и теоретических методах [1−21].
В настоящее время для описания поведения различных сред (бетон, песок, металлы
и т.д.) применяется ряд механических моделей, которые позволяют оценить силу
сопротивления, действующую на проникающее тело со стороны деформируемой
среды. Результаты исследования процессов проникания существенно зависят от
параметров среды (модуля Юнга, коэффициента Пуассона, предела прочности и
параметров анизотропии, коэффициента неоднородности материала и активных
свойств внешней среды).

Широкий класс возникающих теоретических и прикладных задач связан с
задачами оптимизации. Значительное внимание уделяется в этой связи вопросам
исследования минимизации силы сопротивления, действующей на жесткий ударник,
а также максимизации глубины проникания (см., например, [3−8, 11−18]).

Определяющие соотношения
Рассмотрим задачу о проникании жесткого тела в упругопластическую среду,

заполняющую полупространство. Предположим, что жесткое тело (ударник) дви-
жется в момент соударения с деформируемой средой с заданной начальной ско-
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ростью impv . Предположим также, что проникающее тело имеет пирамидальную
форму, описываемую уравнением

( , ) ( ) ( ), , 0 , 0 2 ,xr r t t R t x l
l

= θ = ϕ θ = ≤ ≤ ≤ θ ≤ π (1)

в цилиндрических координатах r xθ , как показано на рис. 1.

Функция ( )R θ  описывает форму донной части при x = l. Безразмерная функ-
ция ( / ) ( )x l tϕ = ϕ  является коэффициентом подобия, удовлетворяющим следу-
ющим условиям:

 (0) 0, (1) 1ϕ =    ϕ = (2)

для заостренного пирамидального проникающего тела.
Основание ударника описывается соотношениями

0
0, (0).

cos
RR R R=    =

θ
(3)

Предположим, что на первой стадии проникания жесткого тела в упругопласти-
ческую среду (в соответствии с двухстадийной моделью проникания [1−8]) сила
сопротивления D описывается линейной функцией глубины проникания

0, 0 ,D h h H= γ    ≤ ≤ (4)

где 0γ ≥  − постоянная модели, а глубина проникания H0 (на первой стадии) задает-
ся в виде

0 04 .H R= (5)

Постоянная γ определяется из условия непрерывности функции сопротивления при
0 04 .h H R= =  На второй стадии проникания ( 0H h H≤ ≤ ) используются следую-

щие выражения [3−8] для возникающих напряжений:

2
0 1 2( ) ( ) , ,mv a a kv a kv k∗

∗

ρ σ = σ + + =  σ (6)

где ∗σ  − прочность при продольном сжатии; mρ  − плотность материала среды; a0 ,
a1, a2  − положительные константы материала среды; v  − скорость проникания. Для
вычисления величины силы сопротивления при 0H h H≤ ≤  используются фор-
мулы

Рис. 1
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( , ) ( ) ,x nD e n v d
Γ

= σ Γ∫ (7)

( , ) ,n xv e n v= (8)

где xe  − единичный вектор цилиндрической системы координат, направленный
вдоль оси x (см. рис. 1); n  − единичный вектор внутренней нормали к поверхности
ударника; nv  − нормальная компонента вектора скорости; ( , )xe n  − скалярное произ-
ведение векторов; Γ  − поверхность ударника, контактирующая со средой. Для того
чтобы описать поверхность проникающего тела, представим вектор n  в виде

( ) ( )2 22 2

grad( ( ) ( )) / /
grad( ( ) ( )) 1 / /

t x r

t

r t R R l e R r e en
r t R R l R r

θ θ

θ

− ϕ θ ϕ ⋅ + ϕ ⋅ −= − =
− ϕ θ + ϕ + ϕ

(9)

и, следовательно,

( , ) ,x t
Rn e
l

= ϕ
χ

(10)

( ) ( )2 221 / / .t R l R Rθχ = + ϕ + (11)

Используя соотношения (6)−(10), получим следующее выражение для силы со-
противления:

2
2 2

0 1 22
el

t t t
R R RD N a a kv a k v d
l l l∗

Γ

  = σ + ϕ + ϕ ϕ Γ =  χ χ χ   
∫

2 2/
2 2

0 1 2
0 0

2 .
N l

t
t t

R R RN a a kv a k v dxd
l l l

π

∗

   ϕϕ= σ + ϕ + ϕ θ  χ χ   
∫ ∫ (12)

Здесь elΓ  − элемент поверхности ударника, N − число боковых граней пирамидаль-
ного тела.

Для случая когда ( )t tϕ = , при выполнении интегрирования по переменной x в
(12) получим

( ) ( )

2/
21

0 2
0

1/ 222 2

,

1 / / .

N a kv kvD N a a R d

l R lR R

π

∗

θ

  = σ + + θ  ψ ψ   

 ψ = + +  

∫
(13)

В случае проникания пирамидального тела в упругопластическую среду ( 1 0a = )
будем иметь следующее выражение для силы сопротивления D:

2 2 2
0 0tg ,D R N a ck v

N∗
π   = σ +    

 (14)

12

2
0

1 .lc a
R

−
  

= +  
   

(15)

Глубина проникания H для ударника, имеющего заданную массу 0 0,impM V= ρ
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где impρ  − плотность материала ударника, 0V  − заданный объем ударника, складыва-
ется из величин 0 04H R=  (глубина проникания на первой стадии) и h (глубина на
второй стадии проникания). Для отыскания h используем закон Ньютона

 0 ,dvM v D
dh

= − (16)

0 .H h H≤ ≤ (17)

Учитывая, что 0 0( )v v H= , и выполняя интегрирование в (16), будем иметь
0

0 0
0

.
( )

v vdvH H M
D v

= + ∫ (18)

Интегрирование в (18) с учетом  обозначения v kv=  (тильда в дальнейшем опус-
кается) приводит к следующему выражению для глубины проникания ударника:

 
0 2

0 0 2
0 0 02 2 2

00 0 0 0

ln 1 ,
2 2

v
imp imp

m m

V Vdv cH H H v
pR a cv cpR a

ρ ρ  
= + = + + ρ + ρ  

∫ (19)

где

 tg .p N
N
π =   

(20)

Начальная скорость 0v  на второй стадии проникания и начальная скорость impv  на
первой стадии процесса связаны соотношением

 
2 2 2
0 0

0

.imp
imp

v v H
V

γ= −
ρ

(21)

Формула (21) выведена с использованием закона Ньютона на первой стадии прони-
кания с учетом начального условия

 ( 0) .impv h v= = (22)

Принимая во внимание выражение для γ, получаемое из условия непрерыв-
ности силы сопротивления

2
0 0 0

1 ( )
4

R p a cv∗γ = σ +

и соотношения (21), получим представление для начальной скорости 0v :
1

3 3
2 2 0 0 0
0

0 0

4 41 .imp
imp imp

R pa R cpv v
V V

−

∗ ∗
   σ σ= − +      ρ ρ   

Объем проникающего тела V должен удовлетворять следующему изоперимет-
рическому условию:

2
0 0

1 ,
3

V lR p V= = (23)

где 0 0V >  − заданная константа. С использованием соотношения (23) получим
выражение для параметра 0R :
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0
0

3 .VR
lp

= (24)

С учетом (24) для глубины проникания H при ограничении на объем ударника будем
иметь

2
0 0

0

ln 1 ,
6

imp

m

l CH H v
C a
ρ  

= + + ρ  
(25)

где
13

2
0

1 .
3
l pC a
V

−
 

= + 
 

(26)

На рис. 2 приведены результаты расчетов безразмерной глубины проникания
/H l  в упругопластическую среду пирамидального жесткого тела фиксированной

длины l = 0,02 м в зависимости от числа граней N. Вычисления проводились для
следующих значений параметров: 0 4,05a = , 2 3,51a = , 100impv = , / 1imp mρ ρ = ,

/ 50imp∗σ ρ =  м2/с2. Кривые с номерами 1−3 соответствуют значениям безразмерного
объема  3

0 / 0,1; 0,125; 0,25.V l =  Видно, что для данных значений 3
0 /V l  максималь-

ная глубина проникания достигается для трехгранника (N = 3). Отметим также,
что глубина проникания уменьшается с возрастанием величины параметра 0V . На
рис. 3 показаны кривые с номерами 4−6, отвечающие значениям 3

0 / 0,375;V l =
0,5; 0,625 . Видно, что в этих случаях глубина проникания возрастает с ростом
параметра 0V  и максимум величины /H l  в каждом случае отвечает коническому
поперечному сечению ударника ( N = ∞ ).

Высокоскоростное проникание жесткого ударника,
имеющего усеченную пирамидальную форму
Рассмотрим теперь класс жестких ударников, имеющих форму усеченных пира-

мидальных тел (рис. 4). Предположим, что проникание осуществляется перпендику-
лярно плоскости поверхности упругопластической среды с начальной скоростью

impv . Гомотетичная форма ударника описывается функцией ( / ) ( )x l tϕ = ϕ  следую-
щим образом:
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 ( ) (1 ) ,t tϕ = κ + − κ (27)

0

.br
R

κ = (28)

Здесь (0) (0)br R= ϕ  при 0x = ,  0 (0)R R=  при x l= . В случае проникания усечен-
ного тела сила сопротивления на второй стадии может быть представлена в виде

 
2 2 2 2

0 0 2tgb sD D D R N a a k v
N∗
π   = + = σ κ + +    

 

[ ]
2 2

2 2 2 2 22
0 0 0 02

0

(1 ) tg ,
1 [(1 ) ]

a k vR N a pR a dk v
N l R

 ∗ ∗

 π     +σ − κ + = σ +    + − κ    
(29)

где Db − сила сопротивления, действующая на плоский носик затупленного удар-
ника, и Ds − сила сопротивления, действующая на боковую поверхность.

Здесь используется условие (2), и величина d определяется как

 
2 2 2 2
0

22 2 2
0

(1 ) .
(1 )

R ld a
R l

− κ + κ=
− κ +

(30)

Принимая во внимание выражения (29), (30), можно написать соотношение для
глубины проникания:

0 2
0 02

0 0

ln 1 ,
2

imp

m

V dH H v
pdR a

ρ  
= + + ρ  

(31)

где 
2
0v  находится с помощью той же процедуры, что и в случае остроконечного пи-

рамидального тела, и определяется следующим выражением:
1

3 3
2 2 0 0 0
0

0 0

4 41 .imp
imp imp

R pa R dpv v
V V

−

∗ ∗
   σ σ= − +      ρ ρ   

В случае усеченного пирамидального тела, имеющего заданный объем  0V  и
заданную длину l, можем переписать изопериметрическое условие (23) как

2 2
0 0

1 (1 ) .
3

V lR p V= + κ + κ = (32)

y
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Рис. 4
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Отсюда следует выражение для R0:

0
0 2

3 .
(1 )

VR
lp

=
+ κ + κ

(33)

Учитывая (33), получим соотношение для глубины проникания затупленного
ударника при ограничении на его объем (32) в виде

2
21

0 0
1 0

(1 )
ln 1 ,

6
imp

m

l CH H v
C a

ρ + κ + κ  
= + + ρ  

(34)

где
2 2 3 2

0
1 22 3 2

0

3 (1 ) (1 ) .
3 (1 ) (1 )
V plC a
V pl

− κ + κ + κ + κ=
− κ + + κ + κ

(35)

Зависимость безразмерной глубины проникания /H l  усеченного пирамидального
тела от числа боковых граней N показана на рис. 5, когда 

3
0 / 0,1V l =  и 0 4,05a = ,

2 3,51a = , 200impv = , / 1,imp mρ ρ =  / 50impγ ρ =  м2/с2.

Случай, когда κ = 0 (остроконечное тело), показан пунктирной линией. Глубина
проникания для значения κ = 0,1 увеличивается по сравнению со случаем, когда
κ  = 0, причем максимум для каждого случая достигается при N = 3. С увеличением
значения параметра κ наблюдается уменьшение глубины проникания. Минимальное
значение она принимает для цилиндрического тела (κ = 1). Заметим также, что для
каждого из рассмотренных случаев при 0,4κ ≥  максимум отвечает круговому се-
чению ударника ( N = ∞ ).

Заключение
В рамках двухстадийной модели рассмотрена задача максимизации глубины

высокоскоростного проникания в упругопластическую среду жесткого пирамидаль-
ного тела заданной длины при важном ограничении на объем ударника. Изучена
зависимость глубины проникания от числа боковых граней ударника для ряда
значений параметров задачи и различных значений объема проникающего тела.
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Показано, что небольшое усечение пирамидального ударника может увеличить
глубину проникания.

Ключевые слова: оптимизация, жесткие неосесимметричные тела, упругопластическая
среда, модель Форрестола, форма ударника, глубина проникания.
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ON PENETRATION OF RIGID NON-AXISYMMETRIC BODIES
INTO ELASTIC-PLASTIC MEDIUM

N.V. Banichuk, S.Yu. Ivanova, Ye.V. Makeyev

A problem of maximizing a penetration depth of the pyramidal bodies of a given length under the
constraint on the impactor' volume is investigated in the context of two-stage Forrestal's penetration
model of a rigid impactor into the deformed medium. The computational results are given for
various values of the problem parameters.

Key words: optimization, rigid nonaxisymmetric bodies, elastic-plastic medium, Forrestal's model,
impactor's  form, penetration depth.


