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Ðàññìîòðåíî ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå íåëèíåéíî-óïðóãîãî öèëèíäðà ñ ôóíê-
öèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ ïî òîëùèíå îäíîãî èç ìîäóëåé ñ ïîëåì ñîáñòâåí-
íûõ íàïðÿæåíèé. Â êà÷åñòâå èñòî÷íèêîâ ñîáñòâåííûõ íàïðÿæåíèé ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ äâà âèäà èçîëèðîâàííîãî äåôåêòà − êëèíîâàÿ äèñêëèíàöèÿ è âèíòî-
âàÿ äèñëîêàöèÿ − íà îñè öèëèíäðà. Ñ ïîìîùüþ ïîëóîáðàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè èññëåäîâàíî âëèÿíèå ôóíêöèîíàëüíîé íåîäíî-
ðîäíîñòè äâóõ âèäîâ (ëèíåéíîé è ýêñïîíåíöèàëüíîé) îäíîé èç óïðóãèõ êîí-
ñòàíò íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñâîáîäíîãî îò âíåøíèõ
íàãðóçîê öèëèíäðà. Äëÿ îïèñàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ ïðè áîëü-
øèõ äåôîðìàöèÿõ èñïîëüçîâàíû îáùåóïîòðåáèòåëüíûå ìîäåëè ñæèìàåìûõ
íåëèíåéíî-óïðóãèõ ñðåä − ïîëóëèíåéíûé (ãàðìîíè÷åñêèé) ìàòåðèàë è ìàòå-
ðèàë Áëåéòöà è Êî. Ïðîàíàëèçèðîâàíî èçìåíåíèå äëèíû íåíàãðóæåííîãî öè-
ëèíäðà ïðè îáðàçîâàíèè â íåì äåôåêòà. Ñ ïîìîùüþ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé
ìåòîäîì íàëîæåíèÿ ìàëîé äåôîðìàöèè íà êîíå÷íóþ äåôîðìàöèþ èññëåäîâà-
íû ïðîáëåìû óñòîé÷èâîñòè íåîäíîðîäíîãî öèëèíäðà ñ êëèíîâîé äèñêëèíà-
öèåé ïðè ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèñêëèíàöèÿ, âèíòîâàÿ äèñëîêàöèÿ, áèôóðêàöèîííûé
ïîäõîä, íåîäíîðîäíûå ñâîéñòâà, ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûå ìàòåðèàëû,
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå, óñòîé÷èâîñòü, ñæèìàåìûå ìàòåðè-
àëû.

Ââåäåíèå

Ïåðâûå ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå èçó÷åíèþ ëèíåéíûõ äåôåêòîâ êàê èñòî÷íèêà ñîáñò-
âåííûõ íàïðÿæåíèé, â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè ïðèíàäëåæàò Â. Âîëü-
òåððà [1]. Áîëåå ïîäðîáíûé àíàëèç è êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ äåôåêòîâ, îïèñàííûõ íà
ïðèìåðå öèëèíäðà ñ ðàçðåçîì, îñóùåñòâëåí À. Ëÿâîì [2]. Â ñòàòüÿõ [3−5] äàíî îï-
ðåäåëåíèå ïîâîðîòíûõ äåôåêòîâ êàê äèñêëèíàöèè.
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Èçó÷åíèþ çàäà÷ ìåõàíèêè ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñëîêàöèé ïîñâÿùåí ðÿä çàðó-
áåæíûõ è îòå÷åñòâåííûõ ðàáîò. Â [6] èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü íåïðåðûâíî ðàñïðåäå-
ëåííûõ äèñêëèíàöèé â ñïëîøíîì öèëèíäðå äëÿ îïèñàíèÿ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû â
ðàìêàõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè. Òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ äèñëîêà-
öèé è äèñêëèíàöèé â ðàìêàõ ìåòîäà âèðòóàëüíûõ äåôåêòîâ ïðèâîäÿòñÿ â [7]. Àíà-
ëèçó âëèÿíèÿ êëèíîâûõ äèñêëèíàöèé íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå
(ÍÄÑ) êàê ïëàñòèí è îáîëî÷åê, òàê è óïðóãèõ òåë ïîñâÿùåíû ïóáëèêàöèè [8−13]. Â
ñòàòüå [14] ïîäðîáíî èçó÷åíî âëèÿíèå âèíòîâûõ äèñëîêàöèé íà óñòîé÷èâîñòü ñêðó-
÷èâàåìîãî ïðèçìàòè÷åñêîãî óïðóãîãî òåëà. Ðåçóëüòàòû îáîáùåíèÿ òåîðèè óïðóãèõ
äèñëîêàöèé è äèñêëèíàöèé íà íåëèíåéíûé ñëó÷àé ïðèâåäåíû â ìîíîãðàôèè [15].

Âî âñåõ âûøåóïîìÿíóòûõ ïóáëèêàöèÿõ çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü â ïðåäïîëîæå-
íèè ïîñòîÿíñòâà óïðóãèõ ìîäóëåé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òðåáîâàíèÿ ñîâðåìåííîé òåõ-
íèêè îñíîâûâàþòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè íîâûõ ìàòåðèàëîâ, ïðåâîñõîäÿùèõ ñâîèìè
ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè òðàäèöèîííûå ìàòåðèàëû. Ê êëàññó óêàçàííûõ ìàòåðèà-
ëîâ îòíîñÿòñÿ ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûå ìàòåðèàëû [16, 17]. Ìàòåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè, ðàçðàáîòàííûå äëÿ êëàññè÷åñêèõ îäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ, íå îõâàòûâàþò
ïîëíîñòüþ ìåõàíè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà òàêèõ ìàòåðèàëîâ, òàê êàê ïðè
íàëè÷èè çíà÷èòåëüíîãî ãðàäèåíòà íåëèíåéíî-óïðóãèõ ñâîéñòâ íàáëþäàþòñÿ êà÷åñò-
âåííûå ðàçëè÷èÿ â ïîâåäåíèè íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ è èçäåëèé èç íèõ [18, 19]
äàæå ïðè êëàññè÷åñêèõ âèäàõ íàãðóæåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèå íåîäíîðîäíîñòè, çàêëþ÷àþùåé-
ñÿ â ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè îäíîé èç óïðóãèõ êîíñòàíò îò òîëùèíû ñòåíêè, íà
ðàâíîâåñèå è óñòîé÷èâîñòü ñæèìàåìîãî ïîëîãî öèëèíäðà. Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïðî-
âîäèëñÿ â ðàìêàõ íàëîæåíèÿ ìàëîé äåôîðìàöèè íà êîíå÷íóþ äåôîðìàöèþ [20, 21].

1. Êëèíîâàÿ äèñêëèíàöèÿ â ïîëîì íåîäíîðîäíîì
íåëèíåéíî-óïðóãîì öèëèíäðå

Îáðàçîâàíèå êëèíîâîé äèñêëèíàöèè â öèëèíäðå îïèñûâàåòñÿ ïîëóîáðàòíûì
ïðåäñòàâëåíèåì äåôîðìàöèè íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè âèäà [22]:

.,),( zZrPR γ=κϕ=Φ= (1)

Çäåñü {R, Φ, Z}, {r, ϕ, z} − öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òåêóùåé è îòñ÷åòíîé êîí-
ôèãóðàöèé ñîîòâåòñòâåííî; P(r) − ôóíêöèÿ ðàäèàëüíîãî ñìåùåíèÿ òî÷åê öèëèíä-
ðà; κ − ïàðàìåòð äèñêëèíàöèè, çàâèñÿùèé îò óãëà ðàñòâîðà êëèíà; γ − ïàðàìåòð
èçìåíåíèÿ äëèíû öèëèíäðà. Âûðàæåíèÿ íåîáõîäèìûõ äåôîðìàöèîííûõ õàðàêòå-
ðèñòèê: ãðàäèåíòà äåôîðìàöèè C è ìåðû äåôîðìàöèè Êîøè − Ãðèíà G = C⋅CT − íà-
õîäÿòñÿ ïî ïîëóîáðàòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ (1).

Îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ ñæèìàåìîãî óïðóãîãî ìàòåðèàëà äëÿ òåíçîðà
íàïðÿæåíèé Ïèîëû:

.
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= (2)

Äëÿ ìîäåëè ïîëóëèíåéíîãî ìàòåðèàëà [23] óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èìååò
âèä:
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ãäå Ik (k = 1, 2, 3) − ãëàâíûå èíâàðèàíòû, U = (G)1/2 − ëåâûé òåíçîð èñêàæåíèÿ, λ −
ìàòåðèàëüíûé ïàðàìåòð, E − åäèíè÷íûé òåíçîð. Óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
äëÿ ìîäåëè ìàòåðèàëà Áëåéòöà è Êî çàïèñûâàåòñÿ êàê [23]:

.311
2
1311)1(
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1 )()( 313
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32 ⎥⎦
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⎡ −−

α
+μβ+⎥⎦
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α
+β−μ= α−α− IIIIIW (4)

Â âûðàæåíèè (4) α, β − ìàòåðèàëüíûå ïàðàìåòðû, ïåðâûé èç êîòîðûõ â ñëó÷àå ìà-
ëûõ äåôîðìàöèé ñâÿçàí ñ êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà α = ν/(1 − 2ν), à âòîðîé ÿâëÿåò-
ñÿ ÷èñòî íåëèíåéíûì.

Â îáåèõ ìîäåëÿõ (3) è (4) ïàðàìåòð μ, èìåþùèé ñìûñë ìîäóëÿ ñäâèãà ïðè ìà-
ëûõ äåôîðìàöèÿõ, ìîäåëèðîâàëñÿ êàê ôóíêöèÿ r:

− ëèíåéíàÿ íåîäíîðîäíîñòü
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− ýêñïîíåíöèàëüíàÿ íåîäíîðîäíîñòü

.lnexp)(
1

0

10

0
0 ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

μ
μ

−

−
μ=μ

rr
rr

r (6)

Çäåñü r0 è r1 − âíóòðåííèé è âíåøíèé ðàäèóñû öèëèíäðà, μ0 è μ1 − çíà÷åíèÿ, êîòî-
ðûå ïðèíèìàåò ôóíêöèÿ íà âíóòðåííåé è âíåøíåé áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ öèëèíä-
ðà ñîîòâåòñòâåííî.

Êðàåâàÿ çàäà÷à î ðàâíîâåñèè öèëèíäðà
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(n − âåêòîð åäèíè÷íîé íîðìàëè ê áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà), ñîñòîÿùàÿ èç
óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, âûðàæàþùèõ îòñóòñòâèå íàïðÿæåíèé
íà áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ, â ñëó÷àå ìîäåëåé (3) è (4) ñâîäèòñÿ ê îäíîìó îáûêíîâåí-
íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè P(r)
è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â òåðìèíàõ òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëû îíà èìååò âèä:
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ ïàðàìåòðà äåôåêòà íà ÍÄÑ èñïîëüçîâàëàñü ñõåìà,
îïèñàííàÿ â [22, 24], â êîòîðîé íàëè÷èå ìíîæèòåëÿ γ â (1) ïîçâîëÿåò ó÷åñòü (â èí-
òåãðàëüíîì ñìûñëå) âîçìîæíîñòü îñåâîãî ñæàòèÿ öèëèíäðà ëèáî, ïðè îòñóòñòâèè
òàêîâîãî, îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿ äëèíû öèëèíäðà îò ïàðàìåòðà äèñ-
êëèíàöèè κ. Äëÿ àíàëèçà óäëèíåíèÿ èñïîëüçîâàëîñü ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ
îñåâîé ñèëû:

.)()(2
1

0
∫ ′π=
r

zZ drrPrPDQ (9)

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (8) è ïîñòðîåíèå çàâèñèìîñòè γ îò
ïàðàìåòðà äèñêëèíàöèè κ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1 è ðèñ. 2.
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Ðèñóíîê 1 èëëþñòðèðóåò èçìåíåíèå äëèíû öèëèíäðà èç ïîëóëèíåéíîãî ìà-
òåðèàëà îò ïàðàìåòðà äèñêëèíàöèè ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ν è ëèíåéíîì èçìåíå-
íèè ìîäóëÿ μ(r) (5) (òîëùèíà ñòåíêè h = (r1 − r0)/r1 = 0,9). Àíàëèç ïîëó÷åííûõ
ðàñ÷åòîâ ïîêàçàë, ÷òî óäëèíåíèå öèëèíäðà ïðè îáðàçîâàíèè â íåì äåôåêòà áóäåò áîëü-
øå, ÷åì ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè μ, ïðè÷åì óäëèíåíèå áóäåò íàèáîëüøèì ïðè
μ1 = 0,01μ0.

Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíî âëèÿíèå íåîäíîðîäíîñòè íà óäëèíåíèå öèëèíäðîâ ñ ðàç-
íîé òîëùèíîé ñòåíîê èç ïîëóëèíåéíîãî ìàòåðèàëà: êðèâûå 1 è 2 ñîîòâåòñòâóþò
òîëùèíå h = 0,9, êðèâûå 3 è 4 − h = 0,99, ïðè÷åì äëÿ êðèâûõ 1 è 3  μ1 = 100μ0, à äëÿ
êðèâûõ 2 è 4 μ1 = 10μ0. Ãðàôèêè ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñëó÷àå óâåëè÷åíèÿ ïàðàìåòðà
μ âäîëü ðàäèóñà öèëèíäð óäëèíÿåòñÿ ïðè ëþáîì ðàçìåðå ïîëîñòè è κ > 1. Íî ïðè
κ < 1 öèëèíäð ñ òîëùèíîé ñòåíêè h = 0,99 óêîðà÷èâàåòñÿ, à ñ òîëùèíîé ñòåíêè h =
= 0,9 óäëèíÿåòñÿ.

Íà ðèñ. 3 è ðèñ. 4 èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè èçìåíåíèÿ äëèíû öèëèíäðà ñ òîë-
ùèíîé ñòåíêè h = 0,9, ñ ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîñòüþ (5) ïðè îáðàçîâàíèè äèñêëè-
íàöèè äëÿ ìàòåðèàëà Áëåéòöà è Êî ïðè α = 0,5 äëÿ β = 0 è β = 1 ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà κ öèëèíäð òîëüêî óêîðà÷èâàåòñÿ èëè óäëèíÿåòñÿ, ïðè-
÷åì íàèáîëüøåå èçìåíåíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè ìîíîòîííî óáûâàþùåé íåîäíîðîä-
íîñòè μ(r).

Ïðè âñåõ ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòàõ áûëà ïîëó÷åíà àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà
èçìåíåíèÿ äëèíû öèëèíäðà èç ìàòåðèàëà Áëåéòöà è Êî ïðè îáðàçîâàíèè â íåì äèñ-
êëèíàöèè [24].

1,002

1,004

1,006

1,008

γ

0,7         0,8         0,9        1,0         1,1        1,2           κ

Ðèñ. 1

μ1 = 0,01μ0

ν = 0,45

ν = 0,4

ν = 0,25
1,000

0,9994

0,9996

0,9998

1,0000

1,0002

γ

0,7        0,8        0,9        1,0         1,1         1,2          κ

1

2

3
4

Ðèñ. 2
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2. Âèíòîâàÿ äèñëîêàöèÿ â ïîëîì öèëèíäðå

Îáðàçîâàíèå â öèëèíäðå âèíòîâîé äèñëîêàöèè ñ ó÷åòîì âîçìîæíîñòè çàêðó÷è-
âàíèÿ öèëèíäðà îïèñûâàåòñÿ ïîëóîáðàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì âèäà:

.ˆ,),( ϕ+γ=ψ+ϕ=Φ= azZzrPR ) (10)

Çäåñü ψ)  − óãîë çàêðó÷èâàíèÿ íà åäèíèöó äëèíû, )2/(||ˆ π= ba  − ïàðàìåòð äèñëîêà-
öèè, b − âåêòîð Áþðãåðñà.

Êðàåâàÿ çàäà÷à î ðàâíîâåñèè ïîëîãî öèëèíäðà (7) â òåðìèíàõ êîìïîíåíò òåíçî-
ðà íàïðÿæåíèé Ïèîëû ïî-ïðåæíåìó ñîñòîèò èç îäíîãî óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ:

.0=ˆ1 )( ϕΦϕ ψ−−+ zrR
rR DDD

rdr
dD (11)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä, êàê â (8), è îçíà÷àþò îòñóòñòâèå íàïðÿæåíèé íà
áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ öèëèíäðà.

Ìîæíî èçó÷èòü âëèÿíèå èñêëþ÷èòåëüíî âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé, ñîçäàâàåìûõ
âèíòîâîé äèñëîêàöèåé, íà óäëèíåíèå è çàêðó÷èâàíèå öèëèíäðà, åñëè ïîòðåáîâàòü
âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ (â èíòåãðàëüíîì ñìûñëå) âñåõ âíåøíèõ âîçäåé-
ñòâèé. Ýòî óñëîâèå ñîñòîèò â îáðàùåíèè â íóëü íå òîëüêî ïðîäîëüíîé ñèëû Q (9),
íî è êðóòÿùåãî ìîìåíòà M:

.)()(2
1

0

∫ ′π= Φ

r

r
z drrPrPDM (12)

Ðèñ. 3

0,997

0,998

0,999

0,8               0,9               1,0               1,1                 κ

γ
μ1 = 100μ0

μ1 = 0,1μ0

β = 0

Ðèñ. 4

1,0000
0,8               0,9               1,0               1,1                 κ

γ

μ1 = 100μ0

μ1 = 0,01μ0

1,0002

1,0004

1,0006

1,0008

β = 1
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Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

⎩
⎨
⎧

=
=

0
,0

M
Q

(13)

õàðàêòåðèñòèêè γ è ,ˆ 1rψ=ψ  îïèñûâàþùèå ñîîòâåòñòâåííî èçìåíåíèå äëèíû è çà-
êðó÷èâàíèå öèëèíäðà ñ äèñëîêàöèåé, ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê ôóíêöèè ìàòåðèàëü-
íûõ ïàðàìåòðîâ α è β ìîäåëè ìàòåðèàëà (4), ïàðàìåòðà äèñëîêàöèè 1ˆ raa =  è òîë-
ùèíû ñòåíêè öèëèíäðà h.

×èñëåííûé àíàëèç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7) ñ ó÷åòîì (10) ïðè óñëîâèè îòñóòñò-
âèÿ âíåøíèõ íàãðóçîê íà öèëèíäð (13) ñ òîëùèíîé ñòåíêè h = 0,9 äëÿ ìàòåðèàëà
Áëåéòöà è Êî ïðè β = 1 è ëèíåéíîãî çàêîíà íåîäíîðîäíîñòè (5) ïðèâåäåí íà ðèñ. 5.
Çàâèñèìîñòè âèäà ψ = ψ(a) è γ = γ(a) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïðàêòè-
÷åñêè ñîâïàäàþò. Íà ðèñ. 5a èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü äëèíû öèëèíäðà, à íà ðèñ. 5á
− çàâèñèìîñòü óãëà çàêðó÷èâàíèÿ öèëèíäðà îò ïàðàìåòðà äèñëîêàöèè.

Ïðè èññëåäîâàíèè âëèÿíèÿ äèñëîêàöèè íà ñâîáîäíûé îò âíåøíèõ âîçäåéñòâèé
öèëèíäð óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ìîíîòîííî óáûâàþùåé çàâèñèìîñòè μ(r) õàðàêòåð-
íîå äåôîðìèðîâàíèå ïðîèñõîäèò â áîëüøåé ñòåïåíè, ÷åì ïðè ìîíîòîííî âîçðàñòà-
þùåì çàêîíå.

Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè èçìåíåíèÿ äëèíû öèëèíäðà îò ïàðàìåòðà äèñ-
ëîêàöèè a ïðè ðàçëè÷íûõ êîýôôèöèåíòàõ ν (ðèñ. 6à), à òàêæå äëÿ ðàçëè÷íûõ âåëè-
÷èí ïàðàìåòðà μ íà áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïðè ν = 0,25 (ðèñ. 6á) äëÿ ïîëóëèíåéíî-
ãî ìàòåðèàëà.

 a           −0,15      −0,10       −0,05            0

0,94

μ1 = 100μ0

μ1 = 0,01μ0

0,95

0,96

0,97

0,98

0,99

γ

μ1 = 0,1μ0

à)
 a           −0,15      −0,10      −0,05             0

á)
Ðèñ. 5

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

ψμ1 = 0,01μ0

μ1 = 0,1μ0

μ1 = 10μ0

μ1 = 100μ0

  0           0,05        0,10        0,15            a
0,86

0,88

0,90

0,92

0,94

0,96

γ

à)

0,98

  0           0,05        0,10        0,15            a
á)

0,86

0,88

0,90

0,92

0,94

0,96

0,98

γ μ1 = 100μ0

μ1 = 10μ0

μ1 = 0,1μ0

μ1 = 0,01μ0

Ðèñ. 6
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Öèëèíäð èç ïîëóëèíåéíîãî ìàòåðèàëà (4) ñ òîëùèíîé ñòåíêè h = 0,9 ñ íåîäíî-
ðîäíîñòüþ μ(r) â âèäå ýêñïîíåíòû (6) ìîæåò óêîðà÷èâàòüñÿ íà 14% îò ñâîåé ïåðâî-
íà÷àëüíîé äëèíû (ðèñ. 6a). Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ìîíîòîííî óáûâàþùåé çàâèñè-
ìîñòè μ(r) äëÿ ν = 0,25 õàðàêòåðíàÿ äåôîðìàöèÿ (1 − γ) íàèáîëüøàÿ (ðèñ. 6á).

Ïðè âñåõ ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòàõ áûëà ïîëó÷åíà àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà
èçìåíåíèÿ äëèíû öèëèíäðà è óãëà çàêðó÷èâàíèÿ èç ìàòåðèàëà Áëåéòöà è Êî ïðè
îáðàçîâàíèè â íåì äèñëîêàöèè [24]. Îòäåëüíî áûëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû èçìåíåíèÿ
äëèíû ïðè îòñóòñòâèè çàêðó÷èâàíèÿ, òî åñòü ïðè ψ = 0 [24].

3. Óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ

Äëÿ èçó÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè öèëèíäðà ñ èçîëèðîâàííîé äèñêëèíàöèåé ìîäèôè-
öèðóåòñÿ ïîëóîáðàòíîå ïðåäñòàâëåíèå (1):

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

ϕε+γ
ϕε+κϕ=Φ
ϕε+

.),,(=
),,,(

),,,()(=

zrWzZ
zrV

zrUrPR
(14)

Çäåñü U(r, ϕ, z), V(r, ϕ, z), W(r, ϕ, z) − íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, ε − ìàëûé ïàðà-
ìåòð. Ãðàäèåíò äåôîðìàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåîáðàçîâàíèþ (14), ìîæåò áûòü
çàïèñàí â ôîðìå:

,
•

ε+= ССС 0 (15)
ãäå C0 − ãðàäèåíò äåôîðìàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèé îñíîâíîìó ðåøåíèþ, óñòîé÷è-
âîñòü êîòîðîãî èññëåäóåòñÿ, à òåíçîð 

•
С  ëèíåéíî çàâèñèò îò ôóíêöèé U(r, ϕ, z),

V(r, ϕ, z), W(r, ϕ, z). Àíàëîãè÷íî ëèíåàðèçóþòñÿ îñòàëüíûå ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàê-
òåðèñòèêè äåôîðìàöèè. Îáùàÿ ôîðìà ïðîöåññà ëèíåàðèçàöèè èìååò âèä

.
0=ε

••

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ε+

ε
= ССFF 0d

d

Óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

,0div =
•
D (16)

ãäå 
•
D  − ëèíåàðèçîâàííûé òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëû. Â êîìïîíåíòàõ ýòîãî òåíçîðà

ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (16) çàïèñûâàåòñÿ êàê:

,0=
∂

∂
+

κ
−

ϕ∂
∂

++
∂

∂
•

Φϕ

•

ϕ

•••

z
D

r
D

r
D

r
D

r
D zRRrRrR

,0=
∂

∂
+

ϕ∂
∂

+++
∂

∂ Φ

•

Φϕ

•

ϕ

•

Φ

•

Φ

•

z
D

r
D

r
D

r
D

r
D zRrr (17)

.0=
∂

∂
+

ϕ∂
∂

++
∂

∂
•

ϕ

•••

z
D

r
D

r
D

r
D zZZrZrZ

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îçíà÷àþò, ÷òî áîêîâûå ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ñâîáîäíû îò
íàïðÿæåíèé, â ëèíåàðèçîâàííîì âèäå îíè îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû ëèíåà-
ðèçîâàííîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëû:
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.0,0,0
101010 ,,,

===
=

•

=

Φ

•

=

•

rrr
rZ

rrr
r

rrr
rR DDD (18)

Ëèíåàðèçîâàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (17), (18) ñîñòîèò èç òðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíê-
öèé U(r, ϕ, z), V(r, ϕ, z), W(r, ϕ, z) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Ñèñòåìà (17), (18) äîïóñêàåò ðåøåíèÿ âèäà:

),(cos)(cos)(),,( znruzrU ωϕ=ϕ

),(cos)(sin)(),,( znrvzrV ωϕ=ϕ (19)

),(sin)(cos)(),,( znrwzrW ωϕ=ϕ

çäåñü èñïîëüçîâàëèñü îáîçíà÷åíèÿ: ,/lm
)

π=ω  m,n ∈ Z, 1/rll
)

=  − äëèíà öèëèíäðà.
Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ó ñèñòåìû (17), (18)
ïîäðîáíî ïðèâåäåíà â [20, 21].

4. ×èñëåííûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè öèëèíäðà
 ñ äèñêëèíàöèåé ïðè ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè

Ïðîâåäåíèå ÷èñëåííîãî àíàëèçà ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ñèñ-
òåìû (17), (18) ïîêàçàëî íàëè÷èå êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé äåôîðìàöèîííîé õàðàêòå-
ðèñòèêè γ* â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà äèñêëèíàöèè.

Íà ðèñ. 7 èçîáðàæåíû áèôóðêàöèîííûå êðèâûå äëÿ ñæèìàåìîãî íåîäíîðîäíî-
ãî öèëèíäðà èç ìàòåðèàëà Áëåéòöà è Êî ïðè β = 0,5, α = 0,5, l = 10, ñ ëèíåéíîé
íåîäíîðîäíîñòüþ μ(r) (5) è ñ ñîîòíîøåíèåì μ1 = 10μ0; êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò òîë-
ùèíå ñòåíêè öèëèíäðà h = 0,5, êðèâàÿ 2 − òîëùèíå h = 0,9. Èç ãðàôèêîâ íà ðèñ. 7
âèäíî, ÷òî íàëè÷èå äèñêëèíàöèè îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ïîòåðþ óñ-
òîé÷èâîñòè íåîäíîðîäíîãî öèëèíäðà ïðè ñæàòèè, ïðè÷åì êðèâûå ïðàêòè÷åñêè ñèì-
ìåòðè÷íû â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ äèñêëèíàöèè (κ = 1).

Íà ðèñ. 8 èçîáðàæåíû áèôóðêàöèîííûå êðèâûå äëÿ ñæèìàåìîãî íåîäíîðîäíî-
ãî öèëèíäðà èç óïðîùåííîãî ìàòåðèàëà Áëåéòöà è Êî ïðè β = 0, α = 0,5, h = 0,9
ñ ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîñòüþ μ(r) (5) ñ ñîîòíîøåíèåì μ1 = 10μ0; êðèâàÿ 1 ñîîòâåò-
ñòâóåò äëèíå öèëèíäðà l = 10, êðèâàÿ 2 − äëèíå öèëèíäðà l = 20.

Çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà γ* íàéäåíû äëÿ ìîä ñ íîìåðàìè m = 1, n = 1
â ñîîòâåòñòâèè ñ (19), òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ íàèìåíüøèìè ñðåäè çíà÷åíèé ñ äðóãè-
ìè íîìåðàìè ìîä.

Ðèñ. 7

0,88

0,90

0,92

0,8               0,9              1,0               1,1                 κ

γ ∗

0,94

0,96
1

2
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Íà ðèñ. 9 èçîáðàæåíà áèôóðêàöèîííàÿ êðèâàÿ äëÿ ðàñòÿãèâàåìîãî íåîäíîðîä-
íîãî öèëèíäðà èç óïðîùåííîãî ìàòåðèàëà Áëåéòöà è Êî ïðè β = 0, α = 0,5 ñ ýêñïî-
íåíöèàëüíîé íåîäíîðîäíîñòüþ μ(r) (6) è ñîîòíîøåíèåì μ1 = 10μ0; êðèâàÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò äëèíå l = 10 è òîëùèíå ñòåíêè öèëèíäðà h = 0,9. Êðèâàÿ ñèììåòðè÷íà â
ñëó÷àå κ = 1, ïðè÷åì, â îòëè÷èå îò ñæàòèÿ öèëèíäðà, ïðè ðàñòÿæåíèè äèñêëèíàöèÿ
ÿâëÿåòñÿ äåñòàáèëèçèðóþùèì ôàêòîðîì. Çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà γ* íàé-
äåíû äëÿ ìîä ñ íîìåðàìè m = 1, n = 0.

Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åíû ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàâíîâåñèè íåîäíîðîäíîãî íåëèíåéíî-
óïðóãîãî ïîëîãî öèëèíäðà ñ êëèíîâîé äèñêëèíàöèåé â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ îñåâîé
ñèëû. Àíàëèç çàâèñèìîñòè èçìåíåíèÿ äëèíû öèëèíäðà ïðè îáðàçîâàíèè â íåì äèñ-
êëèíàöèè ïîêàçàë, ÷òî íåîäíîðîäíîñòü â âèäå ìîíîòîííî óáûâàþùåé èëè âîçðàñ-
òàþùåé ôóíêöèè íàïðÿìóþ âëèÿåò íà õàðàêòåð äåôîðìàöèè öèëèíäðà (óêîðî÷åíèå
èëè óäëèíåíèå íåçàâèñèìî îò çíàêà äèñêëèíàöèè).

Â çàäà÷å îá ÍÄÑ íåîäíîðîäíîãî íåëèíåéíî-óïðóãîãî ïîëîãî öèëèíäðà ñ âèíòî-
âîé äèñëîêàöèåé â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ îñåâîé ñèëû è êðóòÿùåãî ìîìåíòà áûëî
ïîëó÷åíî, ÷òî öèëèíäð óêîðà÷èâàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà äèñëîêàöèè.

Â ðàìêàõ áèôóðêàöèîííîãî ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèé
â îêðåñòíîñòè èçâåñòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàâíîâåñèè, áûëè ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ
íåéòðàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ äëÿ ñæèìàåìîãî è ðàñòÿãèâàåìîãî íåëèíåéíî-óïðóãîãî
íåîäíîðîäíîãî öèëèíäðà ñ êëèíîâîé äèñêëèíàöèåé. Ïîêàçàíî, ÷òî äîïîëíèòåëü-

Ðèñ. 8

0,90

0,92

0,90         0,95          1,00         1,05                 κ

γ ∗

0,94

0,96
1

2

0,98

Ðèñ. 9

2,0474

0,8               0,9               1,0                1,1                κ

γ ∗

2,0475

2,0476

2,0477

2,0478
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íîå ïîëå íàïðÿæåíèé, âûçâàííîå êëèíîâîé äèñêëèíàöèåé è ðàññìàòðèâàåìîé íå-
îäíîðîäíîñòüþ, âíîñèò ñòàáèëèçàöèþ ïðè ñæàòèè öèëèíäðà, à ïðè ðàñòÿæåíèè äèñ-
êëèíàöèÿ ÿâëÿåòñÿ äåñòàáèëèçèðóþùèì ôàêòîðîì.

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì èññëåäîâàíèå âëèÿ-
íèÿ ïîëåé äîïîëíèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé è çàäàííîé íåîäíîðîäíîñòè íà ïðî÷íîñòü
è óñòîé÷èâîñòü êîíñòðóêöèé. Âàæíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáóñëîâëåíà âîç-
ðàñòàþùåé íåîáõîäèìîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ íîâûõ áèîëîãè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ è èõ
çàìåíèòåëåé èñêóññòâåííîãî ïðîèñõîæäåíèÿ.
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ON THE EQUILIBRIUM AND STABILITY OF NONLINEARLY ELASTIC
FUNCTIONALLY GRADED CYLINDER WITH INTERNAL STRESSES

Kotov V.L.1, Shubchinskaya N.Yu.2

1Research Institute of Mechanics University of Nizhni Novgorod,
Nizhni Novgorod, Russian Federation

2Don State Technical University, Rostov-on-Don, Russian Federation

There was an investigation of stress-strain state of nonlinearly elastic cylinder, which has additional
internal stresses, with functional dependence on thickness of cylinder one of the elastic module.
The causes of additional stresses are two type of isolated defects - wedge disclination and screw
dislocation. By using the semi-inverse representation of nonlinear elasticity theory, the analysis of
influence of two types of functional inhomogeneity (linear and exponential) of the elastic module
to the stress-strain state of free load cylinder was introduced. Commonly used models of compressible
nonlinearly elastic media: semi-linear model (John material) and Blatz and Ko material describe
the mechanical properties of a cylinder under large deformations. The changing in length of unloaded
cylinder was analyzed due to defect formation. By using method of imposing a small deformation
to finite one based on three-dimensional equations there were studied stability problems
inhomogeneous cylinder with wedge disclination under compression and tension.

Keywords: wedge disclination, screw dislocation, bifurcation approach, inhomogeneous properties,
functionally graded materials, stress-strain state, stability, compressible materials.


